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Part 1
Geometria plana

1. GEOMETRIA AFIN
Plano afin

LLamaremos plano afin a la terna (R?, V2 o) donde:

R? es el planoconsiderado como conjunto de puntos

V2 el espacio vectorial de los vectores libres de RR?

¢ es una aplicacién de R?z R? en V? que a todo par de puntos de R Ay B
respectivamente le asocia un tnico vector libre ¢((A4, B)) = AB . Esta aplicacién
verifica las siguientes propiedades

1) Relacién de Chasles

e

v((A,B)) +¢((B,C)) = ¢((A4,C)) - AB+ BC = B

2) Vector libre nulo

—

o((A,A)) = AA =0 VA e R?

1
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3) Fijado un punto O denominado origen, la aplicacién ¢, : R? — V2 que a todo

—
punto A € R? le asocia su vector de posicién ¢, (A) = OA , con respecto al origen O
, es biyectiva

1.1. Sistemas de referencia.

Sistema de referencia afin

Llamaremos sistema de referencia afin del plano afin al siguiente conjunto S =
{0, uy, 275} donde O es un punto de R? y U1, us son una base del espacio vectorial
V2 tales que O_U; , O—U2> , son representantes de estos vectores

Las rectas OX, OY que pasan por O y son paralelas respectivamente a los vectores
U1, Uy se llaman ejes de coordenadas del sistema de referencia S . El punto O se
denomina origen de coordenadas

]
-

Comentario Dados el sistema de referencia S = {O,u;,u3} y un punto P de R?;

nosotros sabemos que existe un tnico vector (libre) de posicién OP segin el
. . — —
sistema de referencia S dado. Por ser los vectores u;, us una base de V? ,en-

—

tonces existirdn dos tinicos reales a y 3 tales que OP = au; + Su; ( Recuerda
—

que las componentes del vector OP con respecto a la base u;, u3 son (o, 3))
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P (a,B)
. oU, =u
OF=aOU+pOU_ donde = |
2 OU, =u

2

L]

I

—

siendo '-|1 Y U unabasedeV

Reciprocamente a toda pareja («, 3) corresponde, respecto del sistema de refer-

—

encia S un unico punto P tal que su vector de posicion OP tiene de componentes
— — 2

(a, B) con respecto a la base uj, us de V

Sistema de referencia candnico

Llamaremos sistema de referencia canénico del plano afin al siguiente conjunto

- — - —
S =1{0, i, j} donde O es un punto de R* y i, j son los dos vectores de la base
canénica del espacio vectorial V?

1.2. Coordenadas de un punto.

Definicion 3 Coordenadas de un punto en un sistema de referencia

Diremos que las coordenadas de un punto P en el sistema de referencia S son
(o, B) y lo representaremos por

P:(Q,B)S@O—.ﬁ:(OZ,B)U—LM—Q@O_P}):OZU—{—}‘ﬂQTQ)

Nota : En todo el tema supondremos que estamos trabajando con el sistema de
referencia S

Ejemplo Dado el sistema de referencia S = {O, uj,u3} ; el punto P de coordenadas
(2,3) es el extremo de la diagonal OP del paralelogramo de la siguiente figura:

Es evidente; que un mismo punto en distintos sistemas de referencia tendrd dis-
tintas componentes

Nota Cuando nos den las coordenadas de un punto y no nos especifiquen en qué
sistema vienen expresadas; entenderemos siempre que vienen referidas en el
sistema de referencia canénico
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1.3. Férmulas de cambio de sistema de referencia. Dados los siguientes
S =1{0,u1, uz}

S = {05,753} }

donde las componentes de O’ en el sistema S son (2, ys) (00" = xou; + Yous)

y los vectores vy, U5 tienen de componentes en la base 3 = {7, u3 } del sistema S

sistemas de referencia

2
— — —
v = (a1,1,a2,1)5 < V1 = E Qg 1Uk

k=1
2
— — —
Vg = (a1,2,&2,2)5 < Vg = E Qg1 Uk
k=1

Si un punto P tiene de coordenadas en el sistema S (a,b) y en el sistema S’
son(a’,b’) entonces las férmulas de cambio de sistema de referencia vienen dadas por
la relacién matricial

- /
( @— o ):( 011 G2 ) ( ¢ ) (Formulas de cambio de sistema)

/
b— o Q21 G232 b

11 0A12
Q21 0A22
de la base 8/ = {v1, 05 } de S’ con respecto a la base 3 = {u1, u3 } de S,se le denomina
matriz de cambio de sistema de referencia y la representaremos por A. Esta
matriz A admite inversa ; ya que su determinante es no nulo

A la matriz > , cuyas columnas son las componentes de los vectores

Demostraciéon Si conocemos las componentes de un punto ,P, en los dos sistemas
de referencia. Esto es:

a) P(a,b)s < OP = (a,b)y m = au, + bty

ui,u2

) P(d,V)g & OP = ()5 5 = a'07 + 173

V1,02
! /AN 177 17 . :
Por ser O'P = (', V)5 5 = a'vi + b'vz y como por hipotesis

2
— — —>
V] = (a1717a2,1)5 < U = g Qg 1 Uk

Rl entonces tendremos que
— — —
Uy = (a1, a22)p & V2 = E k1 Uk

k=1

2 2

—_—

— — — —

O'P=dvi +bvs =d E agauy + b’ E ar 2Ur,
k=1 k=1
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Expresion que después de agrupar nos quedaré de la siguiente manera:

—

O'P = (d'ary +Varz) ui + (d'agy + Vasz) uz

. / — —
Asf pues las componentes del vector O'P en la base § = {ui, u3} de S son

—

o'P= (a,al,l + b/al,Qa a/a2,1 + b/a2,2)5 (Relacion a)

. — —_— —

Por otra parte, si tenemos presente que O'P = OP — OO0’y como ademads sabemos
—
OP = (a,b)z
—

ui,u2

—
que } :entonces las componentes del vector O'P en la base § =

00" = ($0, yo)u—{,@’
{ui,u3} de S son
—
O'P = (a—x0,b—yo)s (Relacion b)

Igualando las relaciones a y b tendremos las siguientes igualdades

a— Tog = a’am + b/CLLQ

b— o = dag, + Hass (Cambio de sistema)

Expresiones que se reducen a la siguiente igualdad matricial:

a—x9 \ [ a1 aip a
()= (o) () et

Problemas de cambio de sistema de referencia. 1) Dados los sistemas de

- / — — U—1>:(27_1)_>—>
referencia S = {O, i, 7 } y S ={0,v{,vs} tales que { b J

v =(L1)7 5

a) Si el punto P tiene con respecto a S las siguientes coordenadas (2, —3) deter-
mina sus coordenadas en S’

b) Si el punto @) tiene con respecto a S ' las siguientes coordenadas (—3,0);
determina sus coordenadas con respecto a S

Solucion R

a) Por ser P(a, 5)s entonces OP tiene con respecto a la base g = {v7,5} del
sistema S las siguientes componentes O—f)’ = (o, B)z.5- Es decir O—fs = av; + Bus
teniendo presente ahora las relaciones de cambio entre ambas bases entonces:

=3 — —

OP:Oé’Ul +B’U2 :Oé( 2 -1 )7774—5( 11 )7’7

Operando tendremos:

—

OP:(QCY—l-ﬁ ﬁ—O&)TT

Como las coordenadas de P en S son (2,-3) - OP = (2 -3 )7 2

)
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Igualando ambas expresiones componente a componente tendremos el siguiente

sistema
200+ =2
—a+p=-3
Cuyas soluciones son
5 5 4
o = —: = — —
3 3

Por lo tanto, las coordenadas de P en el sistema de referencia S’ son:

p(5 4
33/,

Nota: Este ejercicio, también se puede resolver con la siguiente ecuacién matricial
2 1 o) _ 2 o) _ 2 1
()5 )-(5)=+(5)-(%)
1
(5)
5

b)Por ser Q(—3,0)s — OQ = —3v; = —3(2,—1)s = (—6,3)4
—
Como OQ) = (—6,3)4 —EI punto @ tiene de coordenadas en S (—6,3,0)
Nota: Este ejercicio, también se puede resolver con la siguiente ecuacién matricial

2 1 -3 T -
<_1 1)( 0 )_(y >donde(y )CoordenadasdeQenS

Il
VR
| o
—_
—_ =
L
N~
|
VR
|
ww
~~

N
= R
7 N
LI
Wi
W
S~
N
|
oo [\
~__
|
N
| coien
IS
~_

-6\ [«

3 Y
2) Dados los sistemas de referencia S = {O, 7), 7} y S = {O’, 7, _>} tales que
0O =(1,2)s

a) Si el punto P tiene con respecto a S las siguientes coordenadas (2, 3) determina
sus coordenadas en S’

1 A| es siempre no nulo <= A es regular<= A admite inversa
A la matriz A se le denomina matriz de cambio de base
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b) Si el punto @) tiene con respecto a S ' las siguientes coordenadas (—3,0);
determina sus coordenadas con respecto a S

- —

—_—
Sabemos que OO’ + O'P = OP — O'P

Solucion N
"= (1,2 00" =(1,2)-—
a) Por ser (1, )S_>_> (1, )%,J
P=(2,3)s = OP = (2, 77

O/—ﬁ = O—P> — _O—_d' :2(2,3)7’7 — (1,2)7’7 = (1, 1)—2)77

Por lo que:
las coordenadas de P en S’son (1,1)

Nota: Para resolverlo matricialmente; bastard resolver la ecuacién matricial

(5) ()= (5 )~(z§(é D)

b) Por ser

—_— —  —
Sabemos que OO’ + O'Q) = OQ

0Q =00 +0'Q=(1,2) +(~3,0) = (-2,2)7 +
Por lo que , las coordenadas de @ en S son (—2,2)

Nota: Para resolverlo matricialmente; bastard resolver la ecuacién matricial

D) (-0

2 y

3) Dados los sistemas de referencia S = {O,u1,u3} y S° = {O, 01, 13} tales que
— — —

V1 = 3U1 + 2U2 3

U3 = g + 2uy

2Las bases de los dos sistemas son la misma; la base canénica
37, — — — —
as componentes de los vectores v7, vs con respecto a la base 8 = {uy,uz} son

rl)—) _ 3 . U—) _ 1
e ) 02 )
UL, U2 U1,uU2
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a) Si el punto P tiene con respecto a S las siguientes coordenadas (—2, 1); deter-
mina sus coordenadas con respecto a S’
b) Si el punto Q tiene con respecto a S’ las siguientes coordenadas (—3, 2); deter-
mina sus coordenadas con respecto a S
Solucion R
a) Por ser P(a, §)¢ entonces OP tiene con respecto a la base 8 = {v7, 03} del
sistema S’ las siguientes componentes O—])3 = (o, B)z - Es decir O—])3 = av] + fvs
Teniendo presente ahora las relaciones de cambio entre ambas bases entonces:
—
OP=a(3 2).+6(1 2)__

1,U ui,u2

Calculando tendremos las componentes del vector OP con respecto a la base
B = {uy,u3} del sistema S

—
OP =(3a+f 20+23)__@

ul,u2

—
Como por hipétesis P(—2,1)g entonces OP tiene con respecto a la base f =
{u7,u3} del sistema S las siguientes componentes

.
OP=(-2 1), .Qa

Igualando ahora las expresiones @ y @QQ tendremos el siguiente sistema

{3a+5:—2

. _ =5 7
200 + 26 -1 cuyas soluciones son o = 7 6 1

Por lo tanto; las coordenadas de P en el sistema S son P (_75, %)

Nota 1 Para resolver el problema utilizando matrices , bastard con resolver la sigu-
iente ecuacion matricial

3 1 o -2 P pi
( 2 2 ) ( 5 ) B < 1 ) —AP=
Observa que:

. —
En la primera columna de A te aparecen las componentes de v{ con respecto a la
— —
base f = {u1, uz}
ﬁ
En la segunda columna de A te aparecen las componentes de v5 con respecto a la
— —
base B = {u1, uz}

1| A] es siempre no nulo <= A es regular<=> A admite inversa
A la matriz A se le denomina matriz de cambio de base
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—
La matriz columna P’ son las componentes del vector OP con respecto a la base

!

g
—
La matriz columna P son las componentes del vector OP con respecto a la base

B

Como A essiempre una matriz regular, entonces multiplicando la ecuacién matri-
cial por A~}

tendremos que:

AL (A-PYy=A"1. P> (A1 A . P=A1P>T.- PP =A".P

Asi pues procederemos a calcular:

1° La inversa de A

2°Calcularemos A~! - P,

3°Dicha matriz columna serdn las componentes del punto P con respecto al sistema

(5)=(a) (2)-(4 1))

Calculando, tendremos:

5
(Z ): A | a=78=]
4

=

b) Por ser Q(—3,2)4 entonces O—Cj tiene con respecto a la base 8 = {v], 05} del
’ .. -3 .2

sistema S las siguientes componentes OQ = (—3,2)z 5.5 Bs decir OQ) = —301 +273
tenig()io presente ahora las relaciones de cambio entre ambas bases entonces:

OQ = =301 4 2v; = —3 (311 + 2uz) + 2 (ug + 2u3)

Reordenando esji dltima expresién en funcién de u;,us tendremos las compo-
nentes del vector O() con respecto a la base 3 = {u7, u } del sistema S

—

0Q=(-3-3+2-)w+(-3-2+2-2)w

P — —

OQ = —7U1 — QUQ@

Si Q(«, B)s entonces OQ) tiene con respecto a la base 5 = {uj, us} del sistema S

— —

las siguientes componentes OQ = (o, )z 5 Es decir OQ = auy + fu; QQ

Igualando ahora las expresiones @ y @QQ tendremos o = —7 , f = —2

Nota 2 Para resolver el problema utilizando matrices , bastard con resolver la sigu-
iente ecuacion matricial

(32 )-(35 )mamr.9-
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1.4. Componentes de un vector. Componentes de un vector si conocemos origen y extremo
Si las coordenadass de dos puntos P y ) son respectivamente (a, 3)g y (o/, B') s

—
. — —
entonces las componentes del vector libre P(), con respecto a la base ui, us, que los
une son:

Demostracion
i { P=(af)y (@ Bz m
Q= (', 3)g 0Q = (.3 .

ui,u2,

ligl

Por la relacién de Chasles,
— — — . — —
sau_b)em(i> que OP 4+ PQ) = OQ). Despejando el vector P tendremos que P(Q) =
0oQ — OP
oA — —
Por lo tanto, las componentes del vector P() con respecto a la base u1, us son

PG =0G 0P = (a8 — (0. Az = (' — .8 = 8)

1,U2

Ejemplo a) Dado el sistema de referencia S = {O, u3, u3} y dados los puntos Py @
cuyas coordenadas en S son respectivamente P(—2, —1),Q(4, —3). Determina
e

las componentes de los siguientes vectores PQ) y QP

Solucion

Ejemplo b) Dado el sistema de referencia S = {O,u1,u3} y el vector PQ cuyas
—
componentes en la base u7, uy son PQ(4,—3). Determina las coordenadas del
punto @ si sabemos que las de P son P(—2,—1)

Solucion

{P(—?,—l)s . OP(-2,~ 1)z
Q(a,b)s 0Q(a,b)zz 3
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Como

_— — —
PQ =0Q — OP = (a,b) — (—2,-1) = (a +2,b+ 1) { a+2=4
— —
PQ(4,-3) b+1=-3
Entonces:

a=2
h= —4 }HQ(27_4)

Proposicion 2 Coordenadas del pto medio de un segmento de extremos P y @

Si las coordenadas de dos puntos P y @ son respectivamente («a, 5)g y (o/, 3 g
entonces las coordenadas del pto medio I del segmentoPQ son:

Demostracion
—
f P=(a8,7)s OP = (., B)g
Si oAy — — ro
Q:(aaga,}/)s OQ:(O(7B7’Y/ 1.0
Por ser I el pto medio del segmento PQ se verifica que
En virtud de la relacién de Chasles OP — Ol + O(Q) —

—_
vector O/ tendremos:

— == —

+1Q0=0
. Despejando el

Trabajando con componentes

(0, 6) + (o, ) = (‘”20‘ ,“25)

Por lo que, el punto [ tiene de coordenadas en el sistema de referencia S

- 307400 -

Ejemplo a) Dado el sistema de referencia S = {O, u7, u3} y dados los puntos Py Q
cuyas coordenadas en S son respectivamente P(—2, —1),Q(4, —3). Determina
las coordenadas de su punto medio 1

Solucion
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Q(4,-3)s 00

{P(—2,—1)S _JOoP(-2-1am
0Q4, -3)m =

— 1l /— — — 1
Como OI = 3 <OP + OQ) entonces Of = 3 (—=2,-1)+(4,-3)) =(1,-2)

Por lo que, el punto [ tiene de coordenadas en el sistema de referencia S
I=(1,-2)

Ejemplo b) Dado el sistema de referencia S = {O, u7, u3} y dados los puntos P y
I cuyas coordenadas en S son respectivamente P(—2, —1), [(4, —3). Determina
las coordenadas del punto @) sabiendo que I es el pto medio del segmento PQ)

{P(—Q,—l)g _JOP-2-1agm
Q(a’b>s O_CQ)(CL,Z)>—’—>

ui,ug
— 1 (—> —
2

OP + 0 ) entonces

(=2,-1) + (@) = (-1 + 505 + 50)

e
Al ser I = (4,-3) — Ol = (4,-3) Igualando componente a componente con la
expresién anterior tendremos

—14+3a=4 } a=10 }
— — Q(10,—5)
—1+ib=-3 b= -5
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2. LA RECTA
Una recta, r, en R? queda univocamente determinado si conocemos un punto P y un
— . .
vector v (paralelo a ) denominado vector director de la recta

r:{XeW/F)?//?}

2.1. Larecta. Ec. vectorial y ecuaciones pardametricas. Como PX // —existird
—
un tnico real o / PX = av
. . — —_—  —
En virtud de la relacién de Chasles PX = OX — OP

Por lo tanto L
r= {Xeé]%? /OX—OP:aF’}

. 4
Despejando el vector OX tendremos

— 3 3
OX =0OP+av (Ecuacion vectorial de la recta)
: P . .
Sir = { ?(Cf’ (av 2) v) y el pto genérico X del plano tiene por coordenadas
— 1, U2

(x,y); entonces sustituyendo en la ecuacién vectorial tendremos:

( v > — ( & > +a ( U1 ) (Ecuacion vectorial recta bis)
Y Qg V2

Operando e igualando componente a componente, tendremos

T = a; + av; . .
(Ecuaciones parametricas)

Y = Qo + QU2

Nota 1: Conocidas las ecuaciones paramétricas de una recta, si asignamos valores
al pardmetro obtenemos diferentes puntos de la recta
Nota 2:Una recta también queda univocamente determinada si conocemos dos pun-

— —
tos A y B de ésta. Bastard con considerar como vector director AB o el vector BA

2.2. Ecuaciéon continua de la recta. Sdlo existe si vi,vs son no nulos
Tr — aq

T = a; + av;
tendremos Ela
Yy = az + avy y—a

V2

Despejando « de las ecuaciones paramétricas {

e igualando posteriormente el pardmetro «

T — a1 Y — Qg . .
= (Ecuacion continua de la recta)
at U2

Nota A partir de la ecuacién continua, también podemos obtener los siguientes tipos
de ecuaciones
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2.3. Ecuacién punto pendiente. Aislando y — as de la ecuacién continua ten-

dremos:
=2 (2 - a)
— Qo = — —_
) 2 o 1

v
y — az = m (z — a;) donde la pendiente de la recta es m = —
U1

2.4. Ecuacién explicita. Aislando y de la ecuacién anterior

VoL a1V9
y=-————ta
U1 U1

Nota 1: Ec explicita de la recta y = mz+0b donde m es la pendiente y b es la ordenada
en el origen (El punto P(0,b) es.de la recta)

Fijate que ) 109

Nota 2: Dada la recta de ecuacion y = mx +b entonces un vector director de ésta puede
ser el v = (1,m) y un punto el P(0,b)

Nota 3: La pendiente m de una recta coincide con la tangente de su inclinacion (angulo
que forma la recta con el sentido positivo del eje de las X)

m = tan « siendo o = ang(r, OX (+))

2.5. Ecuacién cartesiana , general o implicita. Multiplicando la ecuacion
punto.-pendiente por v; y transponiendo términos:

—Vok + V1Y — V1G2 + voa; =0

Nota 1: Dada la ecuacion cartesiana Ax + By + C = 0, observa que un vector director
de esta recta puede ser v = (B,—A) 0o —v = (=B, A)

Si necesitaras conocer un punto, bastard con asignar a la incégnita x un valor y
calcular su correspondiente valor de y

Ejemplo a) Calcular las distintas ecuaciones de la recta que pasa por el punto
A(1,2) y cuyo vector director es v = (—2, 3).Calcula con las ecuaciones paramétri-
cas diferentes puntos de la recta y determina también su inclinacion
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. . — — N
De la ecuacién vectorial OX = OA +av

r=1-—2«

=2+ 30 } Eec.Parametricas

Para obtener tres puntos diferentes de r; basta con asignar a « tres valores difer-
entes

Sia—1- 5:;32):5_1 }le(—m)
Sta=-1— ;:;fgi: — P5(3,-1)
Sia=2— 5:313:8—3}%]33(—3,8)

Vamos a obtener la ecuacién continua a partir de sus ecuaciones paramétricas.
Para ello despejando en éstas o e igualando

r—1 y-—2

= FEc.continua
-2 3

Aislando y — 2
3 .
y—2= ~5 (x — 1) Ec. punto — pendiente

Aislando y

3 3 7

y=——(r—-1)4+2—y=—=x+ - Ec. explicita

2 2 2

Eliminando denominadores y transponiendo términos
20 =T —3x — 3x + 2y — 7= 0 Ec.cartesiana, general o implicita

e ;Cudanto vale su inclinacién 7

Como su inclinacién « verifica que tan @ = m (pendiente). Entonces:

tana = ——
2

De donde:
a &~ 123°41'24.2"
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g L

Ejemplo b) Calcular las distintas ecuaciones de la recta r = 2o +y +3 = 0 .
Determina también su inclinacién

Para obtener las ecuaciones paramétricas de esta recta , tendremos que determinar
un punto y un vector director de ésta.

Six =0 — y=—3 —un punto de r es P(0, —3)

Un vector director de r puede ser v = (—1,2)

Como r = { = _ (—1,2) entonces:
z=0- 1« , .
= 342 } FEc.Parametricas

Despejando «, e igualando

+3 )
L yTEc.contmua

Aislando y + 3
y+ 3 = —2x Ec. punto — pendiente

Aislando y
y = —2x — 3 Ec. explicita

Observacién:
A partir de la general 2x 4+ y + 3 = 0 podemos obtener su ecuacion explicita:

y = —2x — 3 Ec. explicita

Como la variable y depende de x,asignando a x el pardmetro a obtendremos las
ecuaciones paramétricas:

r=0-—1la

= -3+ 2 } FEc.Parametricas
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e ;Cudnto vale su inclinacién 7

Como su inclinacién « verifica que tan o = m (pendiente). Entonces:

tano = —2

De donde:
a ~ 116°33'54.2"

Ejemplo c) Calcular las distintas ecuaciones de la recta que pasa por los puntos
A(—-2,3), B(1,—4). Determina también su inclinacién

Solucion

Como una recta ; también queda univocamente determinada si conocemos dos

—
Mtos A y B de ésta. Bastard con considerar como vector director AB o el vector
BA

A(—2,3) A(_273)
{ B(1,~4) ”{ v = AL = (3,-7)

Las ecuaciones paramétricas de r son:

.= rz=-243«a
Tl y=3—-"Ta

La ecuacién continua es:

2 -3
x;— = _—7Ec.contz'nua

Aislando y — 3

7
y—3= -3 (x +2) Ec. punto — pendiente
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Aislando y

7 7 5
y=-3 (x+2)+3 —y= —3% §EC' explicita

Multiplicando por 3 y transponiendo términos:

Tx+3y+5=0

10T

-10 —

e ;Cuénto vale su inclinacién 7

Como su inclinacién « verifica que tan o = m (pendiente). Entonces:

tan o = —=
an o =
De donde:
« ~2 156°48'5.1"
. - . r—3 y—4 .
Ejemplo d) Calcular las distintas ecuaciones de la recta 5 = 1 Determina

también su inclinacién

r—3

=

5 1 y 2 4 Despejando en cada ecuacion x, y tendremos las
— =

—_

ecuaciones paramétricas

Ec paramétricas

.= r =3+ 2«
Tl y=4+a
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: : r—3 —4 : : :
De la ecuacién continua 5 = i ] deducimos la ecuacién punto pendiente:
1 ., .
y—4= 3 (x — 3) ecuacién punto — pendiente

Aislando y

1 1
y=73 (x—=3)+4—y= 2T + éecuacién explicita
Multiplicando por 2 y transponiendo términos:

—x + 2y — 5 = 0 ecuacion implicita

e ; Cudnto vale su inclinacién ?

Como su inclinacién « verifica que tan o« = m (pendiente). Entonces:

¢ 1
ana = —
2

De donde:
a ~ 26°33'54.2"

3r+1  2y+4
-3

Ejemplo e) Calcular las distintas ecuaciones de la recta Determina

también su inclinacion

Esta ecuacion no tiene la forma de la ec continua de una recta . Vamos a obtenerla:

3r+1
=

3r+1 2y+4 9
2 - _3 - 2y+4
-3 —a
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Despejando en cada ecuacion z,y tendremos las ecuaciones paramétricas:

— =1 4 2a
{w_3+3
3a

2

Observa que el vector director de esta recta es v = (%, —32

2,—3). Como el vector
67 = (4,—9) también determina la direccién de la recta, perfectamente puedes

considerar como ecuaciones paramétricas de la recta las siguientes:

x:%l—i-éloz
y=—2—-9%

Trabajando a partir de la ecuaciones paramétricas, los cdlculos posteriores para
obtener las distintas ecuaciones de la recta son més sencillos. Acdbalo ti

Nota 1: Fijate en las transformaciones que realizo en la ecuacién dada inicialmente

3r+1 2y+4 L W g4l oy
5 3 T2 T = T2 T =
3 2 3 2
Multiplico los dos denominadores por 6
x+% y+2 . :c—i—% y+2
2 ~ -3 =
6-3 6% 4 -9
Como esta ultima si que es la ec. continua; podemos concluir que sus ecs.
paramétricas son:
T = %1 + 4o
y=—2—9%x

) 3r+1 2y+4 . .
Nota 2: A partir de 5 = i 5 podemos obtener su ecuacién cartesiana

—30Bx+1)=22y+4) - —92—-4y—11=0

Si determinamos un punto y su vector director; podemos obtener las ecs. paramétri-
cas

:U:_?l+4a

P — — =1 -1 _
. Siy=—-2—x= 5 Luego P(5,—2) .
y=—2—9«

v = (=B,A) = (4,-9)

e ;Cuénto vale su inclinacién 7
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Como su inclinacién « verifica que tan o« = m (pendiente). Entonces:

tana = ——

4

De donde:
a ~ 113°57'45"

Ejemplo d) Determina las diferentes ecuaciones de una recta cuya inclinacion es de
135° sabiendo que pasa por el punto P(—3,2)

Como m = tan135° - m = —1
Por lo tanto:
y — 2 = —1(z + 3) Ec. punto-pendiente

Aislando y
y = —x — 1 Ec. Explicita

Transponiendo términos:

x +1y+1=0 Ec. General, cartesiana o implicita

Comom = —1— v, = (1, —1). Por lo que sus ecuaciones paramétricas son:
rT=-3+«
y=2—-«a

2.6. Ecuacién candnica de una recta (ni vertical, ni horizontal). Toda
recta (ni vertical, ni horizontal) que corte a los ejes de coordenadas en los puntos
P(a,0) y Q(0,b) (ni a ni b pueden ser nulos) tiene por ecuacion:

Y

x
A
a+b
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Demostracion :
Como de la recta conocemos los puntos P(a,0) y Q(0,b) entonces; podemos con-

. . — Py
siderar como vector director v, = PQ = (—a,b)
Como su pendiente m, = —g;entonces:

b
y —b = ——(xz — 0) Ec punto-pendiente
a

Multiplicando por a y transponiendo términos de forma adecuada; obtenemos:
br 4+ ay = ab

Dividiendo término a término la ecuacién por ab ; tendremos:

b b
2L YWD — l + ¥_ 1 Ec. candnica de una recta
ab  ab ab a b

Nota: St nos diesen la ec candnica de una recta r ; por ejemplo:

T
A |
2+3

Ya sabriamos, que ésta corta al eje de las X en el punto P(2,0) y al eje de las YV’
en el punto Q(0,3). Con estos datos, es muy sencillo dibujarla
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2.7. Rectas muy especiales.
Son aquellas cuyo vector director es de la forma " = (0, vy)

Rectas verticales.
con v, no nulo
. . ., P(al, (1,2> . Lo
Las rectas verticales se caracterizan asi r= - ( 0 1 ) Y Sus ecuaclones parameétri-
- y U2

cas son:
r = ay . L.
Ecuaciones paramétricas

Y = ag + Quy
Estas rectas no tienen ecuacién continua, ni ec punto-pendiente,ni explicita. Sélo

tiene ecuacién cartesiana, siendo ésta de la forma:

r = a1 Ecuacidn cartesiana

Rectas horizontales. Son aquellas cuyo vector director es de la forma o

(v1,0) con vy no nulo
Las rectas horizontales se caracterizan asi

{ P(ay,as)

= ? = (Ul,O)

Sus ecuaciones paramétricas son:

T =a; + avy . L, .
y=a Ecuaciones paramétricas
= Qg

Su ecuacioén cartesiana, general o implicita es:

Yy = as Ecuacion cartesiana

Ejemplo: Aqui tienes la gréfica de y = —2

L ox
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Rectas particulares.

Bisectriz del primer y tercer cuadrante. Dicha recta se caracteriza asf

. —_ .
Son aquellas cuyo vector director es de la forma v = (1,1) y pasan por el origen
de coordenadas
Sus ecuaciones paramétricas son:
T =«

Y=o } Ecuaciones paramétricas

Su ecuaciéon punto pendiente y explicita es

y=x
Su ec. cartesiana
r—y=20
y4__
2__
R Eob
5 -4 3 -2 1 2 3 4 5
X
2+
A4+
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Bisectriz del segundo y cuarto cuadrante. Dicha recta se caracteriza asf

:{ P(0,0)
v =(1,-1)

Son aquellas cuyo vector director es de la forma v = (1, —1) y pasan por el origen

de coordenadas
Sus ecuaciones paramétricas son:

} Ecuaciones paramétricas

Su ecuacién punto pendiente y explicita es:

Yy=-—-x
Su ecuacidn cartesiana es:
r+y=0
y4__
2__
e ————i F————————
5 -4 -3 -2 -1 2 3 4 5
X
24+
4+
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2.8. Posicion relativa de dos rectas. Dadas dos rectas en R? las tnicas posibili-
dades geométricas son las siguientes:

1. r y ' se corten en un punto r (r N7’ = P)
2. r y 1’ sean paralelas y distintas (r Nr’' = )

3. 7y r’sean paralelas e iguales (r N1’ =r)

T =a; + av _{x=b1+ﬁw1

y=as+av, V7= | y=by+ By
Para determinar la posicién relativa de ambas rectas, bastard con resolver el sis-

tema formado por las ecuaciones de r y s

Rectas en paramétricas. Dadaslasrectasr = {

rs = ay + avy = by + By S rAs= avy — fwy = by — aq
| a2+ avy = by + Sfwy T | vy — Bwy = by — ay
Posibilidades:

1) Las componentes de los vectores directores de r y s (v, = (v1,v2 ) yvs = (wy, wy ))

. e
son proporcionales< v, y vy son paralelos<las rectas r y s son paralelas

la) Y si ademds el vector m = (b — a1,by — ay) es paralelo a v,; entonces
el sistema r N s es compatible indeterminado. Es decir ambas rectas tienen
infinitos puntos en comiin. Por lo tanto; ademéds de ser paralelas son la misma
recta (coincidentes)— rNs=r

. . A —

1b) Y si ademés el vector A, Ay = (by — a1,bs — az) no es paralelo a v, entonces
el sistema r N s es incompatible; es decir ambas rectas no tienen puntos en
comin— r N s = (). Por lo tanto,son paralelas y distintas

2 ) Las componentes de los vectores directores de 7y s (v, = (v1, vy ) yvs = (wy, ws ))
. . . ., — —
no son proporcionales (diferente direccién)< v, y v, no son paralelos<las rec-
tas r y s son secantes en un punto P

En cuyo caso; el sistema r N s es compatible determinado; es decir ambas rectas
tienen un tnico punto P en comun (P es la solucién del sistema) .

Resumen Dadas dos rectas r y s de las cuales conocemos

r{ fir(al,%) ys{ Ay(b1, b2)

—
Uy Vg

Las diferentes posiciones relativas de ambas rectas son:
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_>—)

ry s son paralelas y distintas< v, // vy y A A} )
—_—
r y s son paralelas e iguales v, // v v A As /] vy
— , —
r y § son secantes en un punto P & v, H Vgr

) [ =14« [ x=34+28 .
Ejemplo a) Dadas las rectas r = { =220 = { Y= 4— 43 determina
si tienen algiin punto en comin
Solucion 4.(L2) 4,(3.4)
(1,2 s(3,4
De ambas rectas conocemos r { o= (1,-2) ys { T = (2, —4)

v, =20, & v /v, & /)8
—h
Calculemos el vector A, A; = (2,2)
" [ .
Como A, As = (2,2) (v, ff A.As ). Entonces 7 y s son paralelas y distintas

AN
C
/N
ol

. | x=1+a« | x=3+2p
Ejemplo b) Dadas las rectas r = { y =42 y s = { Y — —48 deter-
mina si tienen algin punto en comiin
An(1,4) As(3,0)
De ambas rectas conocemos r { o =(1,-2) ys { T = (2, —4)
v, =20, & v //vs & r//s
—l
Calculemos el vector A, A; = (2,— )
Como A,,AS =(2,—4) = v, (v, /] A.A, ). Entonces;  y s son paralelas e iguales

(coincidentes)

<
N B o/o

T
oo N




GEOMETRIA PLANA 28

r=14+a« < r=2+4243 de
y=-—2-2«a Y y=—-4-50
termina si tienen algiin punto en comin

Ar(l, —2) As<2a _4)
De ambas rectas conocemos r { o = (1,-2) y S { vy = (2,-5)

Ejemplo c) Dadas las rectas r = {

— ), =
v f vs < 1y s son secantes en un punto P
Dicho punto P se determina resolviendo el sistema formado por las ecuaciones de

ambas rectas

l+a=2+23 a—23=1
ms{ —2 20 =453 _’{ 20+ 53 = —2

Al resolverlo; obtenemos o = 1y § = 0. Sustituyendo los valores de los pardmetros
a y [ en sus correspondientes ecuaciones parametricas, obtendremos las coordenadas
del punto P comiin a ambas rectas
r=14+1=2 =2
{y:—2—2:—4 {y:—4

Conclusion final rNs =P = (2,—4)

y 10T
54

4 2 2 4 6

51 X

10+ \

. [ z=1+a _Jx=-2+2p
Ejemplo d) Dadas las rectas r = { y=—2—2 ys= { y=2-53 de-
termina si tienen algin punto en comun
A (1,-2) Ay(-2,2)
De ambas rectas conocemos r { o = (1,-2) ys { vy = (2,-5)

— =
v, f vs < 1y s son secantes en un punto P
Dicho punto P se determina resolviendo el sistema formado por las ecuaciones de

ambas rectas 8 8
l+a=-242 oa—28=-3
rﬂs{ 22 =258 *{ —20 458 =4
Al resolverlo, obtenemos o = —7 y § = —2. Sustituyendo los valoresde los pardmetros
a v [ en sus correspondientes ecuaciones parametricas, obtendremos las coordenadas
del punto P comiin a ambas rectas
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r=1—-7=-6 r=-2—4=—-6
y=-2+14=12 y=2+10=12

Rectas dadas por sus ecs. explicitas. Dadas las rectas r — y = mx +0by
r—y=m'x+b’

Para determinar la posicién relativa de ambas rectas, bastard con resolver el sis-
tema formado por las ecuaciones de r y s

y=mz+b
rﬂs{ y=mz 4+l

e Sim # m' (pendientes diferentes) < El sistema es compatible determinado< r
y r’ son secantes en un punto P (que se obtiene resolviendo el sistema)

!

m=m

e Si Y < El sistema es compatible indeterminado<=> r y r’ son parale-
las e iguales

[ m=m]

e Si Y < El sistema es incompatible <= r y 1’ son paralelas y distintas

b+l
. . . . 2x
Ejemplo a) Determina la posicién relativa de las rectas r — y = 3~ 4y

T

s—>y:?—4

Como sus pendientes son distintas, ambas rectas son secantes en un punto P que
determinamos resolviendo el sistema.siguiente:

y=—4 —4

5%

_ 2Ty
¥=73
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Utilizando el método de igualacién

2 5
-;—425—4Hx:0
Sustituyendo el valor de x en cualquiera de las dos ecuaciones, tendremos que
y=—4
Conclusion final rNs =P = (0,—4)

Ejemplo b) Determina la posicién relativa de las rectas r — y =2xr — 4y

2 g
s—y=——
3

Como sus pendientes son distintas, ambas rectas son secantes en un punto P que
determinamos resolviendo el sistema.siguiente:

y=2x—4 }
T
=——+5
Yy 3+

Utilizando el método de igualacién

15%5 27
2 — 4= ==
T 3+5Hx 11

Sustituyendo el valor de = en cualquiera de las dos ecuaciones, tendremos que

27 1
y=2(-— —4:—0
11 11

Conclusion final rNs = P = (%, 10)



Ejemplo ¢) Determina la posicién relativa de las rectas r — y =2z — 4y

s—y=2r+1

GEOMETRIA PLANA

5%

roy=2r—4 s—-y=——+95

Son paralelas y distintas

3

r—y=2r—4 s—y=2x+1

31

Ejemplo d) Determina la posicién relativa de las rectas 1 — y = 20 — 4y s —

dr —2y—8=0

Como s — 4z — 2y — 8 = 0.Aislando la y tendremos:

5§ =y =

4r — 8
2

=2r—4

Las rectas son coincidentes (Paralelas e iguales)
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+ + + T
4 2 /2 4

-10 T

X

r=s—y=2xr—4

Rectas dadas por sus ecs. cartesianas. Dadaslasrectasr — Ax+By+C =
Oyr'"—A'z+B'y+C'=0

Para determinar la posicién relativa de ambas rectas, bastard con resolver el sis-
tema formado por las ecuaciones de r y s

ﬂ Ax+ By +C
" Az 4+ By+C =

e Si AB'—A’'B # 0 <El sistema es compatible determinado< r y r’ son secantes

en un punto P (que se obtiene resolviendo el sistema)
/ /

r y r’ son secantes en un punto P < 0 #* F(siempre que podamos dividir)
e SiAB'—A'B =0y AC'—A'C = 0 <Elsistema es compatible indeterminado<—=-
r//r ANr=1
A !/ B !/ C !/
r//rAr=1r <~ A" B - ¢ (siempre que podamos dividir)
e SiAB'—AB=0y AC'— A'C # 0 <El sistema es incompatible <= r // r/
ANr#£r
A" B'  C'
r/)rANr#Er = T =F # ?(siempre que podamos dividir)

Ejemplo a) Determina la posicién relativa de las rectas r — 3z — 2y +1 =0y
s—xrx+y—3=0

Como% =+ ’T2, ambas rectas son secantes en un punto P
Dicho punto, lo determinamos resolviendo el sistema.siguiente:

3r—2y+1=0
r+y—3=0
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Utilizando el método de reduccién (Multiplicamos la 2% por 2)

3r—2y+1=0 }
20 +2y—6=0
Sumando ambas ecuaciones:
—5=0—z=1
sustituyendo dicho valor en la 2% ecuacién

l+y—3=0—y=2

Conclusion final rNs =P = (1,2)

3r—2y—1=0 y 2+y—3=0

Ejemplo b) Determina la posicién relativa de las rectas 1 — z —y +1 = 0y
s— —=3r+3y—5=0

Como Y ambas rectas son paralelas y distintas
1 1
__3 .# g . . .
Nota: También lo podiamos haber determinado obteniendo las ecuaciones expli-
citas de ambas rectas

r - r—y+1=0—-y=x+1
)
s — —3x—|—3y—5:0—>y:x+§
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r—y+1=0 y —3x+3y—5=0

Ejemplo c) Determina la posicién relativa de las rectas r — z —y+1 = 0y
s— —=3r+3y—3=0

1 =1
3~ 3

Como Y entonces; ambas rectas son paralelas e iguales
L1
-3 =3 . . .

Nota: También lo podiamos haber determinado obteniendo las ecuaciones expli-

citas de ambas rectas

r - z—y+1=0—y=ao+1
s - dr+3y—-3=0—y=ax+1

r—y+1=0

2.9. Paralelismo entre dos rectas.
x = by + Pw
y = by + Bw

1. Dadas las rectas r = { r=man y§= {

Y = Qo + QU2

r /] s <=7, /| vi < Las componentes de ambos son proporcionales
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2. Dadas las rectas r=y=m,x + b, y s = y = msx + by

T/ s <= m, =ms

3. Dadas las rectas r = Az + By+ C =0y s =Az+ B'y+C' =0

ﬁ
. ' v, = (=B, A)
Como sus vectores directores son: { W= (—B', A)

— = .
r // s <Las componentes de v, y vy son proporcionales

/ /
r//s<:>A—:B— (siendo A 40y B #0)
A B
2.10. Recta paralela a otra pasando por un punto. Conocida una recta r
, por alguna de sus ecuaciones, y un punto P cualesquiera del plano. Pretendemos
obtener las ecuaciones de una recta s paralela a la anterior y que pase por el punto
dado
Segtin las ecuaciones de la recta r dada se pueden presentar las siguientes situa-
ciones

T = a; + av;

1. Dada la recta r = {
Y = Qo + QU2

Las ecuaciones paramétricas de otra recta, s, paralela a r y que pase por un punto
P(z0,yo0) son :

_ ) z=z0+an
Y = Yo + Q2

ya que al ser paralela s a r el vector que determina su direccién es el mismo que
el vector director de r

2. Dadalarectar=y=mx+0b

La ecuacién explicita de todas las rectas paralelas a la anterior (han de tener la
misma pendiente) es de la forma:

y = mx + k donde k£ no lo conocemos

Si de todas las rectas paralelas a r, s6lo me interesa la recta, s, que pasa por

P(z0,%0).
Entonces, basta con sustituir las coordenadas del punto P en la ecuacién y obtener

k

Yo = mxo+ k — k =y — mxy



GEOMETRIA PLANA 36

Con lo que la ecuacién de la recta s es de la forma:
Y =mx + Yo — Mo
Nota: Otra manera de obtener s es la siguiente:

s P(z0,yo0)
ms = m (pendiente de r, ya que s // r)

La ecuacién punto -pendiente de s es:
Y —yo =m(z — o)

Su ecuacion explicita es:
Y =mx + Yo — Mo

3. Dada larectar =Ax+ By+C =0
La ecuacién cartesiana de todas las rectas paralelas a la anterior es de la forma:
Ax + By + k = 0 donde k& no lo conocemos
Si de todas las rectas paralelas a r; sélo me interesa la recta s que pasa por
P(z0,%0).
Entonces, basta con sustituir las coordenadas del punto P en la ecuacién y obtener

k

Axg+ Byo+k =0— k= —Axo — By
Con lo que la ecuacién cartesiana de la recta s es de la forma:

Ax + By — Azg — Byg =0
Nota: Realizando una pequena transformacion en la ecuacién anterior.

Fijate como queda
Az —z)+ B(y—1y) =0

r=T4+a«
y=8— 2«
recta s paralela a la anterior sabiendo que pasa por P(—3, —5)

Ejemplo a) Dada las recta r = { obtén las ecs.paramétricas de una
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Solucion:
. — =
Como s es paralela a r —Podemos considerar que v; = v, = (1, —-2)

i RS s

4x
Ejemplo b) Dada la recta r = y = —— + 5 obtén la ec.explicita de una recta s

paralela a la anterior sabiendo que pasa por P(7,8)

Solucion:
4
Como s es paralela a r — my, = m, = —3
P(7,8)
s = 4 -s=y—-8=—=(z—17)
Mg =My = ——= 3
3
Aislando y de su ecuacién punto-pendiente, tendremos su ec. explicita:
4 4 52
=——(x—T7)+8 = —= —
y=—3@-T+8-y=—co+3
4 . .
Nota: Como m, = —— entonces; la ecuacién explicita de todas las rectas paralelas

a la anterior es de la forma

4
y:—§x+k:dondek:€R

De todas ellas; s6lo me interesa la que pasa por P(7,8)

Por lo tanto: 08 08 59
8= ——+k—=84+—=k—k=—
A T

La ec.explicita de la recta pedida es:

4 52
= ——X —_—
Y= 737773

Ejemplo ¢) Dada la recta r = 3z — 5y + 4 = 0 obtén la ec.general (o implicita o
cartesiana) de una recta s paralela a la anterior sabiendo que pasa por P (6, —4)

Solucion:
La ec. general de todas las rectas paralelas a la recta r es de la forma:

3z —5y+k=0donde k € R
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De todas ellas; s6lo me interesa, la que pasa por P(6, —4)
Por lo tanto:
36—-5(-4)+k=0 — k=-38

La ec.implicita de la recta pedida es:
3xr —by—38=0
2.11. Angulo entre dos rectas.

Definicién Llamaremos dngulo entre dos rectas r y s al menor de los éngulos entre
e — —  — .
vy Vs ¥ U, y -vg donde v, y v, son los vectores directores de ambas rectas

a = ang(r,s) = min {8,y / B = ang(v;,v7) y v = ang(v;, —v7)}

Nota 1: De la definicion se deduce que si a = ang(r, s); entonces 0° < o < 90°
Nota 2: r y s son paralelas < v, y v, son paralelos<
ang(v, ,vs) = 0° (v, mismo sentido que v; )
0 & v = 1] o] <
ang(v;, ,v,) = 180° (v, sentido contrario que v,)
a = ang(r,s) =0°
Nota 3: ry s son secantes en un punto P < 0° < o = ang(r, s) < 90°
Nota 4: 'y s son perpendiculares < v, L v, < v,-v; =0 < a = ang(r, s) = 90°

. . . —
Comentario: Teniendo presente que para calcular el dngulo 6 entre dos vectores v,
—_ ey ., . .
y vg, utilizamos la expresion siguiente:

Uy U
cosf) = ——"—— siendo 0 = ang(v,, v;)
[[or ] - (o5

1* Formula angulo entre dos rectas Podemos concluir; que el dngulo o entre dos
rectas r y s se calcula mediante la formula siguiente:

— —
cos v = % siendo a = ang(r, s) (Angulo entre dos rectas)
o || - || vs
. . [ _ r=1+a« -
Ejemplo a) Determina el dngulo entre las rectas r = = —2— 2 y s =
r=-2+4+20
y=2-58

Los vectores directores de ambas rectas son v, = (1,—2) , vs = (2, —5)
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v, =24+ 10 =12
Como |or] =vVI+4=1+5
)l = VA+25 = V29

— —
1. ., Vr-v, .
Entonces utilizando la relacién cos o = _|>T _|> siendo a = ang(r, s); tendremos:
| ]| Vs
— —
|0, g | 12

Ccos = =

[or|| - osll /145
De donde:

12
a = arccos | —— | ~ 4°.45'49.1”
(\/ 145)

Nota: Es evidente que ambas rectas son secantes en un punto P (solucion del
sistema)

2
Ejemplo b) Determina el éngulo entre las rectas r = y = _?x +4ys=y=3x+4

Los vectores directores de ambas rectas son:

2

También se pueden considerar éstos (para simplificar cédlculos):
v =30 =(3,-2) y v = (1,3)

—) —>

U g =3 —6=—3
Como | ||o)|| = v9+4 =13

o] = vI+9= V10
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—)/.—>
Entonces;utilizando la relacién cosa = % siendo o = ang(r, s); ten-
vl || - || vs
dremos:
cosa = "] _ 3
= =
o[- flosll - v/130
De donde:

3
Q= arccos (—) ~~ T4°.44' 41.6"

v/ 130

10T
y
f } } i
10 5 5 10
X
5+
-10 —

2
Figure 1: y:—g—l—ély y=3r+4

Fijate que las inclinaciones de ambas rectas son:

La de r es p, = arctan (—2) ~ 146°18'35.8"
La de s es p, = arctan (3) ~ 71°33'54.2"

En este ejercicio; podemos afirmar que
a=p, — p,=146°18'35.8" — 71°33'54.2" ~ 74°44'41.6"
Compara este resultado con el obtenido anteriormente

2
Ejemplo c) Determina el dngulo entre las rectas r = y = Ex +4ys= y=3x+4
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Los vectores directores de ambas rectas son:

También se pueden considerar éstos (para simplificar célculos):

Entonces; utilizando la relacion cosa =

dremos:

De donde:

2

Como

v 0., =34+6=9
1w/ =vV9+4=v13
|l = vI+9 =10

41

v/ 03]
o1~ 15
v, 9

Q. = arccos (

v/ 130

siendo o = ang(r, s); ten-

) ~ 37°.52'29.9"

8__

y 1

6__
} F——+ } } } —+—
8 -6 VA 2 4 6 8
21 X

4+

6T

8+

2z
y=—=+4y y=3x+4

3

Fijate que las inclinaciones de ambas rectas son:

La de r es p, = arctan (%) ~ 33° 41’ 24.2"
La de s es p, = arctan (3) ~ 71° 33’ 54.2"
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A diferencia del ejercicio anterior en que a = p, —p, en éste; el &ngulo o = ang(r, s)
se calcula asf:

a=p,—p,=T1°33 54.2" — 33° 41’ 24.2" ~ 37° 52’ 30"

Compara este resultado con el obtenido anteriormente.

Nota: De estos dos 1ltimos ejercicios podemos deducir otro procedimiento para
calcular el dngulo entre dos rectas r y s.

Para calcular el dngulo entre dos rectas, realizaremos los siquientes pasos

1° Calculamos la inclinacién de r. Recuerda que p, = arctan(m,.) siendo m, su
pendiente

2° Calculamos la inclinacién de s. Recuerda que p, = arctan(ms) siendo mg su
pendiente

3° El angulo « entre las rectas r y s es:
Q= ’pr - ps|

2? Formula Angulo entre dos rectas r — y = m,z + b, y s — y = m,x + b,
Demuestra que si « = ang(r, s) entonces:

my — Mg
tana = | ———

1+ m,mg

tan (p), — tan (p,)

I+ tan (), - tan (p,)
P, Y ps Son las inclinaciones de v y s respectivamente (recuerda que tan (p,) =

m, y tan (p,) = m;)

.donde

Ayuda: Utiliza la siguiente relacion tan (p, — p,) =

Ejercicio d) Calcula el éngulo entre r — y = —5x4+2y s —y=—-3x+3

Con las pendientes

Como[ Z: z :g } y tana = ‘% donde a = ang(r, )
Tendremos
tana— |——2=(3) |1
14+ (=5)(=3)] 8
Con lo que

1
a = arctan <§> ~ 7° 7 30"
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Con los vectores

— — —
Up = (1 _5) :| |/UT'US’ :
Como ’ y cos @ = ————=— siendo a = ang(r, s
20 ol )
Entonces:
16
cosa =
V26410
Con lo que

) ~ 77 30"

. = arccos (

16
V26110

Con las inclinaciones

Como l p, = arctan(—5) ~ 101°18'35. 8" ]

p, = arctan(—3) ~ 108°26'5. 8"

Entonces; teniendo presente que el dngulo « entre las rectas r y s es:

a = |p, — p,| ~ 108°26'5.8" — 101°18'35.8" ~ 7° 7' 30"

6+

Yy=-5+2yy=-—-3r+3

43
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2.12. Perpendicularidad entre rectas.

1. Dadas las rectas r y s

ry s son perpendiculares

0

ang(r,s) = 90°

0

— —
v -ve =0

v

— —_ .
v, v g son perpendiculares

Veamos ahora otra condicién de perpendicularidad entre dos rectas de las cuales
conocemos sus pendientes

2. Dadas las rectas r y s por sus ecs. explicitas y = m,z + b, y y = msz + b, (tal
que m, # 0y mg # 0)

H
. v, = (1,m
Sus vectores directores son— < _. (1,m)
vg = (1, M)

Por la condicién de perpendicularidad anterior; podemos afirmar que:

r y s son perpendiculares < Uyt =0 14+mms=0<m.ms=—1

Nota importante: La ecuacion explicita de todas las rectas perpendiculares a la
recta r es de la forma:

1
y = ——x + k donde k no lo conocemos
m

3. Dadas lasrectas ry s por sus ecs. implicitas Az+By+C = 0y A'z+B'y+C" =0

_)
: v, = (—B,A)
S t direct y ’
us vectores directores son— 'U—; _ (—B/, A/)

Por la condicién de perpendicularidad n°® 1; podemos afirmar que:

r v s son perpendiculares < v, -v, = 0< AA'+ BB =0

Nota importante: Dada la recta Ax + By + C = 0 la ec. cartesiana de todas las
rectas perpendiculares a la anterior es de la forma:

—Bxz + Ay + K = 0 donde K no lo conocemos
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2.13. Recta perpendicular a otra pasando por un punto. Conocida una
recta r , por alguna de sus ecuaciones, y un punto P cualesquiera del plano. Pre-
tendemos obtener las ecuaciones de una recta s perpendicular a la anterior y que pase
por el punto dado

Segin las ecuaciones de la recta r dada se pueden presentar las siguientes situa-
ciones

T = a; + av
1. Dada la recta r =
Y = a9 + QU2
P . —_ .
Fijate que el vector director de r es v, = (v1,vz); entonces podemos considerar
. 2 —
que un vector perpendicular a éste puede ser el vector w = (—vq, v3)
s, . . . — —_—
Asi pues la recta, s, perpendicular a r tiene de vector director vy = W = (—vy, v9)
Por lo que las ecuaciones paramétricas de esta recta, s, perpendicular a r y que
pase por un punto P(xg,yp) son :

_ T = Xy — QVy
|l y=yot+an

2. Dadalarectar=y=mx+b

La ecuacién explicita de todas las rectas perpendiculares a la anterior (recuerda

que mg = —mi siendo s L r) es de la forma:
1
y = ——x + k donde k no lo conocemos
m

Si de todas las rectas perpendiculares a 7, s6lo me interesa la recta, s, que pasa

por P(zo, o)
Entonces, basta con sustituir las coordenadas del punto P en la ecuacién y obtener
k

yoz—%$0+k—>k=yo+%$o
Con lo que: la ecuacién de la recta s es de la forma:
1 1
Yy=—Tr+Y + —=o
m m
Nota: Otra manera de obtener s es la siguiente:

{ P(‘TOJ yo)
S 1
mS

= siendo s L r

m
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La ecuacién punto -pendiente de s es:

—Yp=—(@—2
Y—"Y m( 0)

Su ecuacion explicita es:
1 1
Yy=—T+ Yo+ —To
m m

3. Dada larectar = Az + By+C =0

La ecuacion cartesiana de todas las rectas perpendiculares a la anterior es de la

forma:
—Bxz + Ay + k = 0 donde k no lo conocemos

Si de todas las rectas perpendiculares a r; s6lo me interesa la recta s que pasa por

P(z0,%0).
Entonces, basta con sustituir las coordenadas del punto P en la ecuacién y obtener

k

—BIO+Ay0+]€ :0—>]{7:BZEO—AyO
Con lo que la ecuacién cartesiana de la recta s es de la forma:

—Bx+ Ay + Brg— Ayg =0
Nota: Realizando una pequena transformacion en la ecuacién anterior.

Fijate como queda
—B(z—x0) + A(y —y0) =0

r=74+«

Ejemplo a) Dada las recta r = =82 obtén las ecs.paramétricas de una

recta s perpendicular a la anterior sabiendo que pasa por P(—3,—5)

Solucion: ‘
El vector director de r es v, = (1, —2)

Un vector ortogonal a él es w = (2,1)
Como s es perpendicular a r —Podemos considerar que v; = W = (2, 1)

_J P(=3,-5) = r=-342«
=1 wE@n Tl y=-5+la
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4
Ejemplo b) Dada la recta r = y = 2 + 5 obtén la ec.explicita de una recta s

paralela a la anterior sabiendo que pasa por P(7,8)

Solucion:

3
Como s es perpendicular a r — mg = _m%« =7
P (77 8) 3
5= . 3 —s=y—8=—(z-7)
ms=—— = — 4
my 4
Aislando y de su ecuacién punto-pendiente, tendremos su ec. explicita:
3 3 11
=—(r—7)+8 = - —
y=,@-7+8—y= o+
4 ., ..
Nota: Como m, = —— entonces; la ecuacién explicita de todas las rectas perpen-

diculares a la anterior es de la forma

y-%x%—kdondekE]R

De todas ellas; s6lo me interesa la que pasa por P(7,8)
Por lo tanto:

21 21 11
=—+k ——=k—-k=—
S= gt =kok=g
La ec.explicita de la recta pedida es:
3 N 11
= — —_—
YA

Ejemplo ¢) Dada la recta r = 3z — 5y + 4 = 0 obtén la ec.general (o implicita o
cartesiana) de una recta s perpendicular a la anterior sabiendo que pasa por
P (6v _4)

Solucion:
La ec. general de todas las rectas perpendiculares a la recta r es de la forma:

5c+3y+ k=0donde k e R

De todas ellas; sélo me interesa la que pasa por P(6,—4)
Por lo tanto:

56 +3(—4)+ k=0 — k=—-18
La ec.implicita de la recta pedida es:

5+ 3y —18 =0
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2.14. Recta a partir de un vector ortogonal y un punto. Una recta queda

determinada de forma tnica si conocemos las componentes de un vector w = (A, B)
. 2 — /.

perpendicular a ésta (W L r) y un punto P(xg, o) de ésta

— P(x(]?yO)
Sear:{ w = (A B)tal que W Lr

w &

Por definicién
r:{XeRQ/P_)XLW}:{XGRz/ﬁ-ﬁ(zo}

—
Sea X = (x,y) un punto genérico de r.Como PX = (x — zo,y — yo); entonces, al
verificarse que
o
w-PX =0

Tendremos, la ecuacién cartesiana de la recta en cuestién:
Alx —20) + By — ) =0
Operando, obtendremos una expresion del tipo
Az + By + C =0 donde C = —(Azo + Byo)

Nota 1: Dada la recta r = Az + By +C = 0. El vector W = (A, B) es un vector
ortogonal a r

Ejemplo a) Determina la ecuacién cartesiana de una recta perpendicular al vector
w = (1,7) sabiendo que pasa por el punto P(—3,4)
Comor:{X€R2/ﬁ(Lﬁ}z{XGRQ/W-F)?:O}
w = (1,7) donde W L7

Sea X = (z,y)un punto genérico de r — PX = (z+ 3,y — 7)
—
wW-PX =0— (1,7)(x+3,y—7) =0
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Tendremos, la ecuacion cartesiana de la recta en cuestién:
W(xz+3)+7y—7)=0

Operando, obtendremos:
r+Ty—46 =0

Ejemplo b) Determina la ecuacién cartesiana de la mediatriz del segmento de ex-
tremos P(2,1) y Q(—1,3)

La mediatriz del segmento de extremos P y @ es la recta perpendicular al segmento
PQ que pasa por el punto medio de éste.

—
Asf pues esta recta es perpendicular al vector PQ) = (—3,2) y pasa por su punto

medio H(%, %)
H(1,2)

r= —
{ PQ =(-3,2)es L ar
Multiplicando por 2 y ordenando términos:

—r=-3—-3)+2@y—2)=0

—6x +4y =5

* » . . H
2.15. Ecuacién normal de una recta. 57 en vez de considerar el vector W =

_ B

(A, B) en todo el proceso anterior; consideramos el vector unitario = = ( , )
=l VAz+ B2 A2+ B2

(recuerda que ||W|| = /A2 + B2)

tendremos :
— w [T ——
r:{X€R2/PXJ_—”_>H}:{XGRQ/—H_)H PX:O}
w w

&

e
w

[l T
i
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siendo; entonces su ecuacion cartesiana:
A B
TE e TE W ) =0
A2+ B A2+ B
Operando, obtendremos lo que se denomina ecuacion normal de una recta
Ax By
- -
VA2+B? A2+ B? A2+ B?
Nota: A partir de la ec. cartesiana Az + By + C' = 0 bastard con dividir toda la
ecuacion por |w| = /A2 + B2 (donde w = (A, B) es el vector perpendicular
a r) para obtener su ec.normal

([E—l’o) +

= 0 donde C' = —(Axo + Byj)

Ejemplo a) Determina la ecuacién normal de una recta perpendicular al vector
w = (5,—7) sabiendo que pasa por el punto P(—3,4)

— —
Comor:{XGRz/P—)XJ_L}:{XEIW/L-P_)X:O}

el el
m: <\/L774’\;_714> ya que | W] = /25 + 49 = /74
Sea X = (z,y) un punto genérico de r — PX = (x+ 3,y —4)

N
— W B

sl

Tendremos, la ecuacién normal de la recta en cuestion:

7
—(I+3)—ﬁ(y—4)=0

Que operando se transforma en:
5%4 Ty 43

t =t ——==0
VT4 VT4 VT

2.16. Proyeccién ortogonal de un punto sobre una recta.

Definicion: Dada la recta » y un punto P.Llamaremos proyeccién ortogonal de P
sobre la recta r al punto H que verifica las siguientes condiciones:

a) H € r ( H es un punto de r)

—
b) El vector PH es perpendicular a r

Nota: Para calcular la proyeccion ortogonal de P sobre la recta r utilizaremos las
dos condiciones anteriores de la definicién o bien realizaremos los siguientes
pasos:

1. Calcularemos la recta s que pase por P y sea perpendicular a r

2. Resolveremos el sistema formado por ambas ecuaciones (H = 7N s)
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2.17. Simétrico de un punto respecto de una recta.

Definicién: Llamaremos simétrico del punto P con respecto a la recta r al punto
P’ tal que el punto, H, proyeccién ortogonal de P sobre r es el punto medio del
segmento de extremos Py P’

Nota: Para calcular el simétrico del punto P con respecto a la recta r realizaremos
los siguientes pasos:

1. Determinaremos el punto H (proyeccién ortogonal de P sobre 7) por los pro-
cedimientos explicados en el apartado anterior

2. Determinaremos P’ teniendo presente que H es el punto medio del segmento de
— — —
extremos Py P’ (Recuerda que OH = 1 (OP + OP') — OP'=20H — OP)

rT=2—-«
y=3+4a
a)Determina la proyeccién ortogonal de P sobre r
b)El simétrico de P con respecto a r

Ejemplo a) Dada la recta r = y el punto P(1,—1).

Solucién apartado a

Primer método Llamemos H a dicho punto

Por ser H la proyeccién ortogonal de P sobre r; entonces se verifica

Her Her H=2-0«o3+4q)
Y & Y = )
—_ . —_ N —
PH es perpendicular a r PH 1 v, PH v, =0

Fijate que PH = 2—a—-1,3+4a—(-1)) = (1 —a,4a +4) y que v, = (—1,4)
—
Como PH ‘v, =0 < (1—a,4a+4)(-1,4) =0& —1+a+16a+ 16 = 0 <
15
a=—i
Sustituyendo el valor de « en las ecs. paramétricas de r tendremos que:

15 15 49 9
(- (-%) #+4(-%)) - (7 1)
Segundo método

r=2—«

1° Calcularemos la recta s que pase por P(1, —1) y sea perpendicular a r { Y= 3+ 4a
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Como el vector director de r es v, = (—1,4) —su pendiente vale m, = —4

La pendiente de cualquier recta perpendicular a r valdra i

me = 1

_ 1
ComosesJ.arYPES@S_{ P(1,-1) e s.

Luego su ec. explicita es

1 1 )
?/+121($—1)—>?JZZ$—Z

2° Resolveremos el sistema formado por ambas ecuaciones (H = 7N s)

r=2—-«
H=rnNns=< y=3+4a
y=37—3

Si los valores de x e y, de las dos primeras ecuaciones, los sustituimos en la 3 ec
obtenemos la siguiente ecuacion:

1 5
3+da=-(2—a)—>
+ 4o 4( @) 1

Resoviendo esta ecuacion; tendremos:

Con lo que s s o o
n=(2-(-%)s4(-2)) - (7-)
Solucién apartado b
Calculemos ahora el punto P’ simétrico de P con respecto a r

A} O )
P(1,-1) OP = (1,-1)

H es el punto medio del segmento de extremos P y P’ (Recuerda que OP' =
—_— -
20H — OP)

OF =20H — 0P =2 (%2, -2) — (1,-1) = (&,—1)

170 17
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-10 -
p=) =20 1 s
| y=3+4a =Y~ 4

Ejemplo b) Dada la recta r =y = 2z — 5 y el punto P(3,—5).
a)Determina la proyeccién ortogonal de P sobre r
b) Simétrico de P con respecto a la recta r

Solucién apartado a
Primer método Llamemos H a dicho punto

Por ser H la proyeccién ortogonal de P sobre r; entonces se verifica

Her Her H = (z,2z —5)
y 9 Y & Y
PH 17, PH ‘v, =0

—ﬁ .
PH es perpendicular a r

Fijate que PH = (z—3,20-5—(=5)) = (v — 3,2z) y que v, = (3,2)
27

oY 50T 2 2
Como PH v, =0 (z—3,22) (3,2) =0 3(x—3)+2(3z) =0 2z =2
Sustituyendo el valor de z en las ecs. explicitas de r tendremos que:

2
H = _7’2 i -5 = 57_5
13" 3 \ 13 137 13

Calcularemos la recta s que pase por P(3,—5) y sea perpendicular a r= y =

2
3:v5

Segundo método

1.
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La pendiente de 7 vale m, = 2

La pendiente de cualquier recta perpendicular a r valdra —%
ComosesJ.aryPEs@sz{ s =

Luego su ec. explicita es

— 2. _
H=rNs= y=3r="5

Resolviéndolo por igualacién, obtendremos la ecuacién

2 3 1
37T
Cuya solucién es:
27
r=—
13

Con lo que

27 2 (27 27 AT
H= (E’§ <E) _5) B (E_E)
Solucién apartado b

Calculemos ahora el punto P’ simétrico de P con respecto a r

—
H (Z,-141) }H OH = (Z,-141) }

OP = (3,-5)

H es el punto medio del segmento de extremos P y P’ (Recuerda que OP’
20H — OP)

OP' =20H — OP =2 (Z,-11) _ (3,—5) = (13, - 2)

P15 _2
137 13

137 13
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6
y |
at
o1

6 -4 2 N 2 4 6

24+ - X
-4-/\
41

TEy:§IB—5ySEy:—%$—%

Ejemplo c) Dada la recta r = 3z +y + 2 =0y el punto P(2,-3).
a)Determina la proyeccién ortogonal de P sobre r
b) Simétrico de P con respecto a la recta r

Solucién apartado a

Primer método Llamemos H a dicho punto

Por ser H la proyeccién ortogonal de P sobre r; entonces se verifica

Her Her H = (z,—3z —2)
Y = Yy = Y
S . S17 — 5 —
PH es perpendicular a r PH 1 v, PH v, =0

Fijate que PH = (1 —2,-32—-2—(=3))=(r—2,-32z+1) y que v, = (—1,3)
—
Como PH ‘v, =0 (r—2,-32+1)(-1,3) =0« —1(z—2)+3(-3z+1) =
0z = %
Sustituyendo el valor de = en las coordenadas del punto H. tendremos que:

()9 ()

1. Calcularemos la recta s que pase por P(2, —3) y sea perpendicular a r = 3x +
y+2=0

Segundo método
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La ec cartesiana de cualquier recta perpendicular a r es de la forma
—x+3y+k=0
Como sélo nos interesa la que pasa por P(2, —3) entonces:
—2-94k=0—-k=11

Luego su ec. cartesiana de la recta s que pasa por P y es explicita es perpendicular
ares:
—x+3y+11=0

2. Resolveremos el sistema formado por ambas ecuaciones (H = r N s)

r+y+2=0
—r+3y+11=0"
Resolviéndolo por reduccién (multiplicamos la 2% por 3 y sumando ambas ecua-
ciones)

Solution is: [w = %, y = _Z}

H=rnNns= 2

7
10y+35:0—>y:—§

Sustituyendo el valor de y en la 2% ec.
7 1
—x—|—3<—§> +11:0—>§:x

Con lo que

Solucién apartado b

Calculemos ahora el punto P’ simétrico de P con respecto a r

—
H es el punto medio del segmento de extremos P y P’ (Recuerda que OP' =
—_— —
20H — OP)

OP =20H — OP =2 (%, -1) — (2,-3) = (~1,—4)
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3. DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS
Definicién: Distancia entre dos puntos

Se define la distancia entre dos puntos Py @ de R*como el médulo del vector que
los une

ir.0)- |7

Si trabajamos en el sistema de referencia canénico su expresion analitica quedard
de la siguiente manera:
Si las coodenadas de ambos puntos en el sistema canénico son P(a,b),Q(a’, V') —

—
PQ = (a' —a,b —b) y por lo tanto

AP.Q) = P3| = /(o — ) + @~ v)°

Ejemplo Dados los puntos A(2,2) y H = (%, 2) .Calcula la distancia entre ellos

A _ (.5 10
Como el vector AH = (—g, F)

N 2 10\ 2
o =[] | (-§) + (3) =%
3.1. Propiedades de la distancia entre dos puntos.
1. d(P,Q) =d(Q, P) VP Q € R?
2. d(P,Q) >0 VP,Q € R?
3. d(P,Q)=0<= P =0Q
4. Fijados los puntos Py Q d(P,Q) < d(P,R) + d(R,Q) VR € R?

Cuestién a) Dados los puntos P(2,1) y Q(—1,3). Determina el lugar geométrico
de los puntos que equidistan de P y )

Nos estén pidiendo los puntos R(zx,y) tales que d(P, R) = d(Q, R)

Elevando al cuadrado y desarrollando tendremos
22 —4r+5+y? -2y =2a%+ 22+ 10 +y? — 6y
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Transponiendo términos y reduciendo términos semejantes obtendremos la recta
r=6x—4y = —5

A esta recta se le denomina recta mediatriz de los puntos P y @)
Nota: La mediatriz del segmento de extremos P y Q) es la recta perpendicular al
segmento PQ) que pasa por el punto medio de éste.

—
Asi pues; esta recta es perpendicular al vector PQ) = (—3,2) y pasa por su punto

medio H (%51, 341)

H(3,2)

r=4 —
{ PQ=(-3,2)es L ar
Multiplicando por —2 y ordenando términos:

—r=-3x—-3)+2y—2)=0

6r — 4y = =5

Cuestién b) Dado el punto P(2,1) . Determina el lugar geométrico de los puntos
cuya distancia a P es de 3 unidades

Nos estén pidiendo los puntos R(x,y) tales que d(P,R) =3 — HP—])%H =3

Como PR = (x — 2,y — 1) entonces tendremos

V-2 + -1 =3
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Elevando al cuadrado
(z—2°+(@y—17*=9

Esta ecuacién representa todos los puntos de una circunferencia centrada en
P(2,1) y de radio 3 unidades

Cuestién c) Dados los puntos F(3,0) y F' (—3,0). Determina el lugar geométrico
de los puntos cuya suma de distancias a F'y I’ sea de 10 unidades

Nos estén pidiendo los puntos P(x,y) tales que d(F, P) + d(F’, P) = 10

P + |7 - g

entonces HF_P)H Y @~ 3)2 Ty
|7 = v a2+

Ve =37+ g2 44/ (@43 + 42 = 10

V(@ —=3)+ 12 =10 — y/(x+3)* + 12

Como | —

F'P=(x+3,y)

FP = (x - 3,y) }

Sustituyendo en (a); tendremos

Aislamos una raiz
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Elevamos al cuadrado los dos miembros

(. —3)° + 3> =100 — 201/ (z 4+ 3)> + 42 + (z + 3)* + ¢/°

Desarrollando, transponiendo y eliminando términos semejantes:

201/ (z + 3)* + y2 = 100 + 12z

5v/(z4+3)° +y2 =25+ 3z

Elevando al cuadrado los dos términos

Dividiendo por 4

25 ((z +3)” +¢?) = 625 + 150z + 927
Transponiendo y reduciendo términos
162* + 25y% = 400
Dividiendo toda la ecuacién por 400

1622 + 2592 400 2?2 9P
400 400 25 16
Esta ecuacién representa los puntos de la siguiente elipse (El eje mayor estd sobre el

eje OX)
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Cuestién d) Dados los puntos F(0,3) y F’ (0, —3). Determina el lugar geométrico
de los puntos cuya suma de distancias a F'y F’ sea de 10 unidades

Nos estan pidiendo los puntos P(z,y) tales que d(F, P) + d(F’, P) =10

P + |7 - g

@: P }_ entonces Hﬁj” N \/m
F'P=(z,y+3) [] |7P| = Jar + (y+37

Sustituyendo en (b); tendremos

Como

Vot + (=37 + /a2 + (y+3) = 10

Va2 + (y—3)2 =10 — /22 + (y + 3)?

Elevamos al cuadrado los dos miembros

22+ (y —3)2 =100 — 201/ 22 + (y + 3)* + 22 + (y + 3)°

Desarrollando, transponiendo y eliminando términos semejantes:

201/ 22 + (y + 3)* = 100 + 12y
5v/22 4+ (y +3)% = 25 + 3y

Elevando al cuadrado los dos términos

Aislamos una raiz

Dividimos por 4

25 (2% + (y + 3)%) = 625 + 150y + 9y”
Transponiendo y reduciendo términos
2522 4 16y* = 400
Dividiendo toda la ecuacién por 400
2522 + 169> 400 2% P
400 400 16 25

Esta ecuacién representa los puntos de la siguiente elipse (El eje mayor estd sobre el

eje OY)
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>—A|H
| N
_|_
l\’)l@
al v
I
—_

Cuestién e) Dados los puntos F'(4,0) y F' (—4,0). Determina el lugar geométrico
de los puntos tal que el valor absoluto de la diferencia de distancias a F'y F’
sea de 6 unidades

Nos estan pidiendo los puntos P(z,y) tales que |d(F, P) — d(F', P)| =6
— e
7P| - |77 = ©

F—P> B (:U - 4,y) }_ entonces HﬁDH - \/m
FE=terin [} T [P - e

Sustituyendo en (c); tendremos

V@ =4 +12 /(e +4)° +y2 =6
V@—47+12=6—1/(z+4)" +2

Elevamos al cuadrado los dos miembros

Como

Aislamos una raiz

(z—4)24+1y2 =36 —12¢/(z +4)° + 12 + (z + 4)° + 1
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Desarrollando, transponiendo y eliminando términos semejantes:

124/ (z +4)* + 42 = 36 + 16z

Dividimos por 4
3W(x+4)° +y2=9+4z

Elevando al cuadrado los dos términos
9((z+4)* +y?) = 81 + 72z + 162°
Transponiendo y reduciendo términos
—72% 4+ 9y +63 =0 — 72% — 9y? = 63

Dividiendo toda la ecuacién por 63

Esta ecuacion representa los puntos de la siguiente hipérbola (El eje real esté sobre
el eje OX)

roﬁo
|

~ S,
I
—_

_ V7
Esta curva tiene dos asintotas oblicuas de ecuaciones Y ?i/g ] . En la
Yy=—737
grifica, las asintotas oblicuas de la hipérbola estdn representadas de azul
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Cuestién e) Dados los puntos F'(0,4) y F’ (0,—4). Determina el lugar geométrico
de los puntos tal que el valor absoluto de la diferencia de distancias a F'y F’
sea de 6 unidades

Nos estén pidiendo los puntos P(x,y) tales que |d(F, P) —d(F', P)| =6

77| |77 - @

FP = (v, —4) }_ entonces HﬁH - 2ty
F'P = (2,4 +4) ] HﬁH:\/ZL’2+(y+4)2

Sustituyendo en (d); tendremos

Vet (=47 — /22 + (y+4)" =6
Va4 (y—4)? =6 — /a2 + (y +4)°

Elevamos al cuadrado los dos miembros

224 (y—4)° =36 —12¢/22 + (y+4)° + 22 + (y + 4)°

Desarrollando, transponiendo y eliminando términos semejantes:

124/22 + (y + 4)* = 36 + 16y
v/ a2+ (y+4)° =9 +4y

Elevando al cuadrado los dos términos

Como

Aislamos una raiz

Dividimos por 4

9 (2% + (y+4)%) = 81 + 72y + 16y>
Transponiendo y reduciendo términos
922 — 7y* + 63 =0 — Ty*> — 922 = 63

Dividiendo toda la ecuacién por 63

Esta ecuacion representa los puntos de la siguiente hipérbola (El eje real estd sobre

el eje OY)
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;
2 2
v_2
9 7
Esta curva tiene dos asintotas oblicuas de ecuaciones VI . En la
R
grafica las asintotas oblicuas de la hipérbola estdn representadas de azul
Cuestién f) Dado el punto F'(4,0) y la recta de ecuacién r = x = —4. Determina
el lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan del punto F' y de la

recta r

Nos estan pidiendo los puntos P(z,y) tales que d(P, F)) = d(P, )

FP=(x—4,y) HFPH— (x —4)% + 92
Como - Y H — - Yy

d(P,r) = |z + 4| d(P,r) = |z + 4]
Entonces:

(—4)°+9° =z +4
Elevando al cuadrado los dos miembros de la ecuacién:
(2= 47+ = (2 +4)°
Desarrollando y aislando y? obtendremos:
y? = 16z

Esta ecuacion representa los puntos de la siguiente pardabola
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Cuestién g) Dado el punto F(0,9) y la recta de ecuacién r = y = 3. Determina el
lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan del punto F' y de la
recta r

Nos estan pidiendo los puntos P(z,y) tales que d(P, F)) = d(P,r)

FP = (z,y - 9) H HTDH \/ (y - 9)°
Como

d(P,r) = ly — 3| — |y — 3|
Entonces:

22+ (y —9)* = |y — 3|

Elevando al cuadrado los dos miembros de la ecuacién:
Py -9 =@y —-3)°
Desarrollando obtendremos:
224+ — 18y +81 =y —6y+9

Aislando la incégnita y

372

~2 16
Y=t

Esta ecuacion representa los puntos de la siguiente parabola (su vértice es el punto

V(0,6)):
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4. DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA

Dado un punto P y una recta r llamaremos distancia de P a r al siguiente nimero
real:
—
d(P,r) = d(P, H) = HPHH

donde H es la proyeccién ortogonal del punto P sobre la recta r

. . . . =2—
Ejemplo a) Determina la distancia del punto P(1, —1) alarectar = . o
y=3+4a
En primer lugar calcularemos el punto H proyeccion ortogonal de P sobre r

Primer procedimiento .

—
Recuerda que H es un punto de r concreto (el vector PH ha de ser ortogonal al
vector director de )

Her Her H=(2-0a3+4a)
Yy = Yy = Yy
. . . — 517 —
PH es perpendicular a r PH 1 v, PH v, =0

Fjate que PH = (2—a —1,3+4a— (—1)) = (1 — a,4a +4) y que v, = (—1,4)
—
Como PH ‘v, =0 (1 —a,4a+4)(-1,4) =0 —1+a+16a+16 =0 <

— _ 15
= —77
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Sustituyendo el valor de « en las ecs. paramétricas de r tendremos que:
15 15 49 9
( ( 17),3+ ( 17)> (17’ 17)
Segundo procedimiento
o . . T
1° Calcularemos la recta s que pase por P(1, —1) y sea perpendicular a r { y =3+ 4a

Como el vector director de r es v, = (—1,4) —su pendiente vale m, = —4
La pendiente de cualquier recta perpendicular a r valdra i

1
— Ms =4
ComosesLaryPEs@s_{ P(1,—1) ¢ s.
Luego su ec. explicita es
1 1 5
y+1:Z($—1)—>y:Zw—Z

2° Resolveremos el sistema formado por ambas ecuaciones (H =N s)

r=2—«
H=rNns=<¢ y=3+4a
1 5

4
Si los valores de = e y ,de las dos primeras ecuaciones, los sustituimos en la 3% ec

obtenemos la siguiente ecuacion:

y=3T—3

1 5
3+da=-(2—a)—>
+ 4o 4( @) 1

Resoviendo esta ecuacion; tendremos:

Con lo que

() () (28

Determinadas las coordenadas del punto H .Ya podemos calcular la distancia de

Par
Asi pues; el vector PH = (% -1, —1% + 1) = (%, %) . con lo que:

d(P,r) = d(P,H) = HJTJH - \/(%)2 + (%)2 = %\/ﬁ
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Ejemplo b) Dada la recta r =y = %:c — 5y el punto P(3,—5).
a) Distancia de P a la recta r

Calculemos la proyeccién ortogonal de P sobre r.Llamemos H a dicho punto

Primer procedimiento

Por ser H la proyeccién ortogonal de P sobre r; entonces se verifica

Her Her H = (z,%z —5)
Y = Y = Y
St . gy — S5 —
PH es perpendicular a r PH 1 v, PH v, =0

Fijate que PH = (x — 3,%1’ —5—(=5h)) = (:E— 3, %x) y que v, = (3,2)

Y2 aird 2 2 27
Como PH v, =0 (2 —3,22)(3,2) =032z —3)+2(3z) =02 =2
Sustituyendo el valor de = en las ecs. explicitas de r tendremos que:

13
2
H = _772 g -5 = 57_5
1373 \ 13 137 13
Segundo procedimiento

1.

2
3565

La pendiente de 7 vale m, = 2

La pendiente de cualquier recta perpendicular a r valdra —%
ComosesJ.aryPEs@sz{ Ms = —

Luego su ec. explicita es

H=rns= y:§3$_51
Y= =373
Resolviéndolo por igualacién, obtendremos la ecuacién
2 3 1
—r—5=—=x—=

3 2 2

70

Calcularemos la recta s que pase por P(3,—5) y sea perpendicular a r= y =
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Cuya solucién es:

Con lo que

H = g,g 21 —5) = §7_£
133 \ 13 137 13

Determinadas las coordenadas del punto H .Ya podemos calcular la distancia de
Par

Asi pues; el vector PH = (% -3, —% + 5) = (—%, %) . con lo que:

d(P,r) = d(P, H) = HFFJH - \/(—%)2 + (%)2 = 1%\/1_3

Para calcular la distancia de un punto a una recta siempre realizamos los mismos
pasos. Tiene que existir alguna férmula sencilla que nos permita acortar todos estos
célculos tan laboriosos.

4.1. 1° Férmula para calcular la distancia de un punto a una recta. Sea
P un punto cualesquiera del plano y sea r una recta conocida de éste. La distancia
del punto P a la recta r se puede determinar mediante la siguiente férmula:

o

WP =]

donde A, es un punto cualesquiera de la recta r y w, es el vector ortogonal a la
recta r

Demostracion:

Antes de empezar la demostracién, vamos a recordar un concepto relacionado con
la proyeccién de un vector sobre otro

Recordatorio

Sabemos que
w0 = ||| ||V cos @ siendo o = ang(W, V)

Distinguiendo si a es agudo u obtuso, tendremos :

17|

R
— .
- Proy- () ‘ si a es agudo

— ||| HPTOYU (7)“ si « es obtuso
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Si tomamos valor absoluto tendremos:

- = =y llo =
[u- v =[] ||Proyz (V)

|

El valor absoluto del producto escalar de dos vectores coincide con el modulo de
un vector por el mddulo del vector proyeccion del sequndo sobre el primero.

Demostracion:

Si de una recta r conocemos A, un punto cualesquiera de ella r y su vector
—_
N . o . —>
ortogonal w, . Al considerar el siguiente nimero real ‘wT - AP ‘ donde P es un

punto conocido, tendremos:

@ - 4P| = @]l |[Proyz: (AP) H
—_ —
Como ||Proyg> ( ATP) ” = HPH H donde H es la proyeccién ortogonal de P sobre
T; entonces:
— —
@ - AP = @) | PH|
—_
Aislando HPH ”
—_— ‘u—); . AT‘P)
78] - ==
[[wr]|
—_—
Como sabemos d(P,r) = d(P,H) = HPH H ; entonces podemos concluir finalmente
que:
—
=
d(P,r) =
[

Resolvamos los ejemplos anteriores con esta férmula
Ejemplo a) Determina la distancia del punto P(1,—1) alarectar = { y

Necesito de la recta r los siguientes datos "un punto y su vector ortogonal

Comor=y= r=2-a
Y71 y=3+4a

. A,(2,3) = A,(2,3)
~ | v = (—1,4) v.director ~ | w, = (4,1) v.ortogonal

Calculemos w, - ﬁ
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AP APD
TP:(1—§—1—3)=(—1,—4) W AP=—14—41=-8
Wy = (471)

H —>
T~A,.P’
d(Pr)—‘w =LA _ 8 _ 8.7
R 4 e

Ejemplo b) Dada la recta r =y = %x — 5y el punto P(3,—5).
a) Calcula la distancia de P a la recta r

Solucién

Necesito de la recta r los siguientes datos "un punto y su vector ortogonal

A,(0,-5)
Comor=y=32r—-5—-r= { AT(O’__S) —r= v, = (3,2) v.director
Mr =3 w, = (—2,3) v.ortogonal
AP =(3-0,-5—(=5) = (3,0) —3
PRI T® 1—>WT-ATP_3-(—2)+O~3——6
‘WT ATP‘ || 6 6
WP = i Vo v Y

4.2. 2% Férmula para calcular la distancia de un punto a una recta.

Sean P(z0,10) € R?
r = Az 4+ By + C = 0 una recta del plano
La distancia del punto P a la recta r se determina con la férmula:
A B C
a(p,r) = [Ar0 B 0
VA? + B?
Demostracion:
5
Sabemos por la férmula anterior que d(P,r) = W donde A, es un punto
w,

cualesquiera de la recta r y w, es el vector ortogonal a dicha recta
Necesito de la recta r los siguientes datos "un punto y su vector ortogonal

B B B Aq(a,b) €r
Comor = Az +By+C =0 — r = { v_r’:(—B,A) v.director

A,(a,b)
w, = (A, B) v.ortogonal
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—_—
AP = (xg —a,yo — b)
771“) = (4, B)
Calculemosw, - A, P
w, - AP = A-(xg—a)+ B (yo — b) = Azxg + By — Aa — Bb

Ahora bien; al ser A, = (a,b) un punto de r .Entonces; sus coordenadas han de
verificar su ecuacién

Aa+Bb+C=0—C=—-Aa— Bb
. — I
Entonces; la expresion de w, - A, P nos quedars asi:
W - AP = Ao+ By — Aa — Bb = Axo + Byy + C

Lo que nos permite afirmar que:

Wy Ay Azo+ B
d(P,T): :‘ xg + '3/0+C|

c.q.d
] VI (ea:d
Volvamos a resolver los ejemplos anteriores con esta tltima expresion
. . . . - r=2—-«
Ejemplo a) Determina la distancia del punto P(1, —1) alarectar = y =3+ da

Necesito la ecuacién cartesiana de la recta r (me interesa conocer su vector ortog-
onal y un punto para obtenerla directamente).
Fijate que
TE{ _ Ar(273) ) —>TE{ N Ar(273)
v, = (—1,4) v.director w, = (4,1) v.ortogonal
La ecuacién cartesiana de r es

Az —-2)+1(y—3)=0—4dx+y—11=0

P(1,-1)

Como {rzélw—{—y—ll:()

] entonces:

141+ (—1) — 11| 8 8
d(P,r) = = = —17
(Pr) V42 4 12 V17T 17

Ejemplo b) Determina la distancia del punto del punto P(3,—5) alarectar =y =

2
3£B5
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Necesito la ecuacion cartesiana de la recta r
Fijate que

2
y:§x—5—>2x—3y—1520

P(3,-5)

Como r=2x—3y—15

} entonces:

2-(3)—3(=5)—15| 6 6
d(P,r) = - = V13
22 4 (—3)’ Vi3 13

Nota: Después de haber determinado la distancia de un punto P a una recta r
de muchas manera, te recomiendo que utilices este ltimo por su brevedad y sencillez
(Seguro que no me haces caso)

Cuestién h) Dado el punto F(1,2) y la recta de ecuacién r = x —y +2 = 0.
Determina el lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan del punto
F'y de la recta r

Nos estan pidiendo los puntos P(z,y) tales que d(P, F)) = d(P, )

FP=(x—1,y—2) HF—P>H:\/(x—1)2+(y—2)2
Como =y + 2| — lr—y+2

d(P,r) = 3 d(P,r) —5

Entonces:

|z —y + 2|

V@—1+(y -2 = 7

Elevando al cuadrado los dos miembros de la ecuacion:

N ]

Desarrollando obtendremos:

1 1
x2—2x—|—y2—4y+5:§x2—xy+2x+§y2—2y+2

Transponiendo términos y reduciendo

1 1
§m2+xy—4x+§y2—2y+320
Multiplicando por 2

24y + 2y —8r—4dy+6=0

En cursos posteriores podrés dibujar esta parabola
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5. DISTANCIA DEL ORIGEN DE COORDENADAS A UNA RECTA

Dada la recta r = Az + By + D = 0. La distancia del origen de coordenadas, O, a
dicha recta r, viene dada por la expresién:

D
VB

Ejercicio a) Dada la recta r = 2z — 3y — 4 = 0 calcula la distancia del origen a
dicha recta

d(O,r) =

Utilizando la relacién anterior

|—4] 4 4
d(0,r) = - = V13
02y (—3)? VI3 13

Calculemos dicha distancia de - otra manera.

Como d(O,r) = d(O,H) = HOH HSiendo H la proyeccién ortogonal del ,origen,
O, sobre dicha recta r. Tendremos que calcular dicho punto H

Para lo cual; realizaremos los siguientes pasos:

1° Calculamos la recta, s, perpendicular a r, que pase por el origen de coordenadas

Como el vector ortogonal de r es w, = (2, —3);entonces, la ecuacién cartesiana de
todas las rectas ortogonales a r es de la forma:

3r+2y+D =0

Como ha de pasar por el origen O(0,0) — s = 3x 4+ 2y = O
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2° La proyeccion ortogonal del origen sobre la recta r, se determina calculando el
punto de interseccién de la recta r con la recta del apartado anterior s.

B 2r —3y—4=0 8§ 12

137 13

3% Como d(O,r) = d(O, H) = HOHH siendo OH = (£, —12)
Entonces:

64 144
d(O, 7“) = 1—32 + — 132 \/_

6. DISTANCIA ENTRE DOS RECTAS PARALELAS
Dadas las rectas paralelas r = Ax+ By+D =0y r' = Ar+ By+ D' = 0.La distancia
entre estas dos rectas viene determinada por la expresién:
D — Dl
v/ A2 + B2
Para calcular esta distancia sin la relacién anterior; podemos utilizar cualquiera
de las siguientes relaciones:

d(r,r') =

d(r,") = d(A,,r") donde A, € r
0
d(r,r") = d(A.,r) donde A, € 1

Ejemplo a) Dadas las rectas r =3z —y+4 =0y ' = —6x + 2y + 4 = 0 calcular
la distancia entre estas dos rectas

Como en las ecuaciones de ambas rectas los coeficientes de las incégnitas = e y
no coinciden; lo primero que haremos, serd transformar la segunda ecuacién para
conseguir que estos coeficientes coincidan y poder aplicar la férmula anterior

Como r_3:1:—y—|—4—0 r=3r—y+4=0
r=—6z+2y+4=0 r’r=3r—y—2=0

De donde A 5 5

d(T,T’/>: | _<_ )| :gm
324 (—1)

Segundo procedimiento

Obtenemos un punto de r

Como r=3xr—y+4=0 Ly =4

Siz=0
Asi pues; ya conocemos un punto A,.(0,4). € r
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Y como
4
d(r,r") = d(A(0,4),r = —6x+2y+4=0) = B e g\/1—0
(—6)* + 22
donde A, € r

6.1. Bisectrices determinadas por dos rectas secantes en un punto. Dadas
dos rectas r y s secantes en un punto P siempre podemos trazar por P la bisectriz
interior b;,; y su bisectriz exterior b,;. Ambas rectas (bisectriz interior y bisectriz

exterior ) tienen la siguiente propiedad: SOH los puntOS del plano
que equidistan de las rectas ry s

Ejercicio a) Determina las ecuaciones cartesianas de las bisectrices interior y exte-
rior de lasrectas r =3x+2y+1=0ys=2r+3y—1=0

Y 1
\ .1
4 2 ) 4
X
2+
4+

Observaréis que ambas rectas son secantes en P(—1,1) (lo podéis determinar
resolviendo el sistema formado por las ecuaciones de r y de s
Los puntos de ambas bisectrices, son los puntos del plano que equidistan de las
rectas r y s.
Segtin lo anterior, si X (z,y) es un punto génerico de la bisectriz siempre se verifica
que:
d(X,la recta r) = d(X,la recta s)

d(X,la recta r) = Bo:;itl\

como |2 +3J;2_1| entonces, por la condicién gométrica ante-
d(X, la recta S) = Ve
rior tendremos:

3z +2y+1] |22+ 3y — 1]

V2 JErE

— 3z 42y + 1| = |22 + 3y — 1|
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De la ecuacién anterior, obtenemos las siguientes ecuaciones:

r+2y+1=2x+3y—1 | rmy=-2 y=x+2
3r+2y+1=—-2x—-3y+1 y=—x

Cada una de ellas representa una de las bisectrices.
Ahora bien ;cudl es la interior y cudl la exterior?
Bastara con que las dibujes

exterior
interior

y=x+2

La recta [ } es la bisectriz [ 1de las rectas r y s

Segundo procedimiento
Las bisectrices de dos rectas r y s secantes en P =7rN 18, son aquellas que pasan las
V% Uy
|| || o] el || ||
Vamos a obtener la dos bisectrices: la, mterlor Dint, y la exterlor bext
Los vectores directores de 7 y s son v, = (—2,3) y v, = (—3,2) son respectiva-
mente

dos por P y sus vectores directores son respectivamente.

Asi pues:
P(-1,1)
= U_T) 1 1 1
o+ Ty A2 9+ a(82) = g (5.9
Para simplificar calculos podemos considerar como vector director de rjel sigu-
iente
v—)_”lg(?’" - v_é) (=1,1)
IR P4 M
= P(-1,1) = P(-1,1)
"7 1 v = (—1,1) vector director de ; "7 1 w. = (1,1) vector ortogonal de 7,
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Luego la ecuacion cartesiana de r; es:
mn=1lz+1)+1(y—1)=0—-nrm=x+y=0

La dibujamos para determinar si la recta r; es la bisectriz interior (b;,;) o la
bisectriz exterior(be.)

La recta y = —x es la bisectriz interior de las rectas r y s

Conclusién: La recta 4= -2 es la bisectriz interior
de las rectas » y s

Evidentemente; por eliminacién, la bisectriz exterior de r y s serd la recta deter-
— —

v V8§
minada por el punto P(—1,1) y por el vector director siguiente —s;

el ]l
P(_17 1)
b= O B (g 1 (C39)— (11
m_m_\/_ﬁ(_ ) )_ﬁ<_ ) )_\/_fg( ) )
Para simplificar célculos, podemos considerar como vector director de riel sigu-
iente _ _
. Uy Vs
Vet = V13 (— — —) =(1,1)
(A
"= 1 Veat = (1,1) vector director de be,y ““C =] Weat = (—1,1) vector ortogonal de b,

Luego la ecuacién cartesiana de b..; es:

bewt = —1(z+1)+1(y—1)=0— b =—a0+y—2=0
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La recta y = o + 2 es la bisectriz exterior de las rectas 7 y s

Conclusion: La recta y = 2+2 es la bisectriz exterior
de las rectas » y s

Nota: Este ejercicio no ha sido muy laborioso de calcular; ya que los vectores
directores de las rectas dadas tenian el mismo mddulo.
Veamos ahora uno mucho mds complejo.

Ejercicio b) Determina la ecuacién de las bisectrices asociadas a las rectas y = “t2

: 5r—2 b
T —
Yy 3

Las ecuaciones cartesianas de ambas rectas son t—5y+4 = 0y bx—3y—2 = 0y los

médulos de sus vectores ortogonales son /12 + (=5)2 = v/26 y /52 + (—=3)2 = /34
Primer procedimiento

Los puntos de ambas bisectrices, son los puntos del plano que equidistan de las
rectas r y s.
Segtin lo anterior, si X (z,y) es un punto génerico de la bisectriz siempre se verifica
que:
d(X,la recta r) = d(X,la recta s)

d(X,la recta r):w . .
V26 entonces, por la condiciéon gométrica ante-
d(X,la recta s) = %

rior tendremos:
|z —5y+4| |5z — 3y — 2|
v/ 26 v/34

De la ecuacién anterior, obtenemos las siguientes ecuaciones:

{ VIT (2 — 5y +4) = V13 (52 — 3y — 2)
V1T (z — 5y 4+ 4) = V13 (=5x + 3y + 2)

como [

— V17|z — 5y + 4| = V13 |bx — 3y — 2|
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Quedando de esta manera las ecuaciones:

z (5v13 — V17) —y (3v13 — 5V/17) — 213 — 417 =0
z (=5V13 = V17) +y (3vVI13 4+ 5V17) + 213 —4V/17 =0

Cada una de ellas representa una de las bisectrices.
Ahora bien ;cudl es la interior y cudl la exterior?
Bastara con que las dibujes

La 1% recta x (5\/1_ — \/1_7) —y (3\/1_ — 5\/ﬁ) —24/13—44/17 = 0 es la bisectriz
interior y la 2 es la exterior. o
Segundo procedimiento

Las bisectrices de dos rectas r y s ,secantes en P = r N s, son aquellas rectas que
vy v% vy v%
T

pasan por P y cuyos vectores directores son 2 + =+ V = — 7= respectiva-
ol sl loell [os ]

mente.
Calculemos el punto en comiin de r y s.Para ello consideramos el sistema

— z+4
rNs= { y_ 5202
I
cuya solucién es x =1 e y = 1 — P(1, 1)son respectivamente

Vamos a obtener la dos bisectrices: la interior ,b;,;, y la exterior b..;
Asi pues:



GEOMETRIA PLANA 83

P(1,1)
bint = v 1 1 1
|v H + HU_,H \/2—(5 1)+\/—3—4(3,5) = \/—27),(5 1)+ \ﬁ(?) 5)
—
Si 7 _¢3—4¢2—6(H; ||US||) — (3v/26 + 5v/34, 526 + v/34)
El vector 7’ = 7 v = 3\/_ 3+ 5\/_ 5v/13 + \/_) también es un vector que

determina la dlrecmon de la recta b;,,;.
Por lo tanto un vector ortogonal a b;,; puede ser el vector:

wi = (—5v13 — V17,3V13 + 5V/17)

_ P(1,1)
bint = { wy = (—=5v13 — V/17,3v/13 + 51/17) vector ortogonal a by,

La ecuacién cartesiana de la bisectriz b;,; es:
(—5\/1_3 - \/17) (x—1)+ <3¢E+ 5\/1_7> (y—1)=0
Quedando asi:

(—5\/1_—\/ﬁ>x+(3\/ﬁ+5\/ﬁ>y:—2\/ﬁ+4\/1_7

Si dibujamos la recta obtenida efectivamente, vemos que es la bisectriz interior
bint

Bisectriz interi _ (5VI34V1T)3—2V13+4V/17
1Sectiriz 1imterior y = 3\/ﬁ+5\/ﬁ
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Calcula ahora tu, la bisectriz exterior. Ya sabes; que esta recta: "Pasa por el
—

H
punto P y su vector director es ﬁ — f
el [[os]]

: . . (5V13—V17)a—2v13—-4v/17
Bisectriz exterior y = ARV
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7. ELEMENTOS NOTABLES DE UN TRIANGULO
Dado un tridngulo de vértices A, B, C' llamaremos:

1. Circuncentro del tridngulo de vértices A, B, C:

e — Al centro de la circunferencia circunscrita al triangulo

— Punto de interseccién de las rectas mediatrices de cada lado (La mediatriz
del lado AB es la recta perpendicular al lado AB que pasa por el punto
medio de dicho lado)

— Es el punto del plano que equidista de los tres vértices
2. Baricentro (o centro de gravedad) del tridngulo de vértices A, B, C' :

e — Al punto de interseccién de las rectas medianas de cada vértice. (La me-
diana del vértice A es la recta que pasa por A y el punto medio del lado
opuesto BC)

3. Ortocentro del tridngulo de vértices A, B, C' :

e — Al punto de interseccién de las rectas alturas de cada vértice (La Recta
altura del vértice A es la recta que pasa por A y es perpendicular al lado
opuesto BC)

4. Incentro del tridangulo de vértices A, B, C':

e — Al punto en comun de las rectas bisectrices interiores asociadas a cada
vértice (La Recta bisectriz interior del vértice A es la recta que divide al
angulo A en dos partes iguales® )

— Es el centro de la circunferencia inscrita en dicho tridngulo

— Es el punto del plano que equidista de las rectas asociadas a cada uno de
los lados AB, AC' y AD

Ejemplo a) Determina el baricentro del tridangulo de vértices A(2, —1), B(1,3) C(5,4)

Recuerda que si G es el baricentro del tridngulo de vértices A, B, C' entonces
G =maNmpNme ; donde m4 es la recta mediana asociada al vértice A, mp es la
recta mediana asociada al vértice B y m¢ es la recta mediana asociada al vértice C
Calculemos dos de estas medianas

>También es la recta que pasa por A y su vector director es Hﬁ—:gu + %
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1. m4 es la recta mediana asociada al vértice A.

Calculemos my4 recta que pasa por A(2,—1) y por el punto medio , .J; del lado

BO (= (152,55
m :{ A(2,-1) o :{ R A(2,-1)
AT = (3, %) AT Ad = (3 -2, % + 1) = (1, %) vector director
A(2,-1) o { A(2,—1)
A7 W = (—9,2) vector ortogonal

my = —
4 { v =2AJ, = (2,9) otro vector director
La ecuacién cartesiana de la mediana del vértice A es:

—9(z—2)+2(y+1) =0 — =9z + 2y = —20

2. mp es la recta mediana asociada al vértice B.

Calculemos mp recta que pasa por B(1,3) y por el punto medio , J, del lado

AC (1 = (5%, =57))
- B(1,3) . B(1,3)
e = { Jr = (3.3) e = { By = (2-1,2-3) =(2,-2) vector director
B(1,3) e — B(1,3)
B =1 W = (3,5) vector ortogonal

mp = -
b { v = 2BJ, = (5,—3) otro vector director
La ecuacién cartesiana de la mediana del vértice B es:

3(x—1)+5(y—3)=0— 3z +5y =18

El baricentro G es el punto en comiin de las rectas m4 y mp
—9x 4+ 2y = —20

Calculémoslo G = msNmpg = { S0+ 5y = 18
Multiplicamos la 2% ecuacién por 2

—9x + 2y = -20
9z + 15y = 54

Sumando ambas ecuaciones obtenemos:

17y =34 -y =2

Sustituyendo el valor de y en la 1¢
8

—9x+4:—20—>x:§
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El punto de interseccion de las medianas de los vértices A y B es el baricentro buscado.

Asi pues:
8
G|=,2
(57

Si deseasemos determinar si el baricentro obtenido es correcto, nos bastaria con
calcular la mediana que nos falta m¢c y comprobar que efectivamente el punto G € m¢

Comprobémoslo:

Calculemos m¢ es la recta mediana asociada al vértice C.

Es la recta que pasa por C(5,4) y por el punto medio , J3 del lado AB (J; =

(55 =)

- :{ cG4) :{ . C(5,4)
CT k= (3,1) © = Jy=(2-51-4) = (-1, -3) vector director
me :{ R C(5,4) . :{ C(5,4)
~ | ¥ =20J5 = (—T7,—6) otro vector director ¢ =1 W = (6,—7) vector ortogonal

La ecuacién cartesiana de la mediana del vértice C' es:
6(x—5)—Ty—4)=0—6x—Ty =2
JEl punto G (g, 2) € me =6x — Ty =27
Como 6 (2) —-7(2)=2

Podemos afirmar que G € m¢. El ejercicio estd bien.

6T
y |
1\ Z
R 7
- /
_ - — 2"/\///\
- /
L 1l 1l Wl /. 1l "
T T T \l M T M 1
6 4 2 2 6
X
2+ /)
L 7/ \
/ \
-4 { \
/ \
/gL

Nota: También podias haber corregido el ejercicio anterior; teniendo presente que:
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El baricentro del tridngulo de vértices ABC' es el punto G que verifica:

—

0G:§<(74+(ﬁ§+(%)

—_— — —

—
siendo OA,OB,OC, OG los vectores de posicion de los puntos A, B,C, G respec-
tivamente
Comprueba, utilizando esta nota, que el ejercicio anterior estd bien.

Ejemplo b) Determina el circuncentro del tridgngulo de vértices A(2,—1), B(1, 3)
C(5,4)

Recuerda que si C es el circuncentro del tridngulo de vértices A, B, C' entonces
G =t1 Nty Ntz ; donde t; es la recta mediatriz del lado AB ,t5 es la recta mediatriz
del lado BC'y t3 es la recta mediatriz del lado AC

Calculemos dos de estas mediatrices

1. #; es la recta mediatriz asociada al lado AB.

Calculemos t; — recta que pasa por el punto medio , J3, del lado AB (J; =
—
(%, %)) y es perpendicular al lado AB (AB = (—1,4)).
om0
AB = (—1,4) vector ortogonal
La ecuacién cartesiana de la mediatriz del lado AB es:

3 )
—1(x—§)+4(y—1):0—>—x+4y:§

2. ty es la recta mediatriz asociada al lado BC.

Calculemos to —recta que pasa por por el punto medio , J; del lado BC' (J; =
—
(%5, %) y es perpendicular;xl lado BC' (BC = (4,1))
1o = — Jl - (3’ 5)
BC' = (4,1) vector ortogonal
La ecuacién cartesiana de la mediatriz del lado BC es:

7 31
Ao =3)+1ly—5)=0—dety=—
El circuncentro C es el punto en comun de las rectas ¢, y to

— =35
Calculémoslo L = t; N t, = { 4ii—§y: %2
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Multiplicamos la 1 ecuacién por 4

—4x 4 16y = 10
4x+y:%

Sumando ambas ecuaciones obtenemos:

o1 3
17y = — = -
Y 2—>y 9

Sustituyendo el valor de y en la 1¢
7
—4a:+24:10—>:6:§
El punto de interseccién de las mediatrices de los lados AB y BC es el circuncentro

buscado. Asi pues:
c(’3
272

Si deseasemos determinar si el circuncentro obtenido es correcto, nos bastaria con
calcular la mediatriz del lado AC' ,t3, y comprobar que efectivamente el punto C € ¢5

Comprobémoslo:

Calculemos t3 — la recta mediatriz del lado AC.

Es la recta que pasa por el punto medio , Jo, del lado AC' (J, = (%, #) y es
perpendicular al lado AC (A—(Z)' = (3,5))

— (7 3
ts =4 — Jo = (27 2)
AC = (3,5) vector ortogonal
La ecuacién cartesiana de la mediatriz del lado AC es:

7 3
3(x—§)+5(y—§):0—>3x+5y:18

(El punto C (%, 3) € t3 = 3z 4 5y = 187

7 3
Como 3 (5) +5 (5) =18

Podemos afirmar que C € t5. El ejercicio est4 bien.
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/g

Nota: Sequndo procedimiento para calcular el circuncentro de un tridngulo
El circuncentro de un tridngulo es el punto del plano que equidista de sus vértices
Si C es el circuncentro del tridngulo de vértices ABC' siempre se verifica que:

d(C, A) = d(C, B)
d(C,A) = d(C,B) = d{C,C) < y (%)
d(C, 4) = d(C,C)

Si suponemos que C(a,b) .
= (v -2,y +1) Hﬂt, =d(.4)
Fijate que BE =(x—-1,y+3) | ¥ BC|| = d(E,B)
CC = (2 — 5,y —4) Ct|| = acc, o)

Por lo que; en virtud de (*) obtendremos el siguiente sistemas:

{ Ve =22+ (y+1)?=/(z -1+ (y—3)?
VE—=22+y+1)?=/(z—5)2+ (y — 4)?

Después de elevar al cuadrado los dos miembros de cada ecuacion y realizar las
transposiciones oportunas; obtendremos el siguiente sistema de ecuaciones lineales

—2x+8y=>5
6z + 10y = 36

Cuya solucion es © =1,y =3 (compruébalo ti)
Ast pues; el circuncentro del tridngulo dado es el punto

7 3
c(55)
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Ejemplo c) Determina el ortocentro del tridngulo de vértices A(2, —1), B(1,3) C(5,4)

Recuerda que si W es el ortocentro del tridngulo de vértices A, B,C' entonces
W = hiNhy N hs ; donde h; es la recta altura del vértice A | hy es la recta altura del
vértice B y hs es la recta altura del vértice C

Calculemos dos de estas mediatrices

1. h; es la recta altura del vértice A.

—

Calculemos h; —recta que pasa por A y es perpendicular al lado BC' (BC = (4,1))
A(2,-1)
hl = —
BC' = (4,1) vector ortogonal
La ecuacién cartesiana de la recta altura del vértice A es:

4z —2)+1(y+1)=0—4dx+y="7

2. hsy es la recta altura del vértice B

—

Calculemos hy —recta que pasa por B y es perpendicular al lado AC' (AC' =

(3,5))
B=(1,3)

h2 = —_
AC = (3,5) vector ortogonal
La ecuacién cartesiana de la mediatriz del lado BC es:

3(x—1)+5(y—3)=0—3x+5y=18
El ortocentro W es el punto en comin de las rectas hy y ho

Calculémoslo W = hy N hy = { 3i$++5z i 18

Multiplicamos la 1* ecuacién por -5

—20x — 5y = —35
3xr + 5y = 18

Sumando ambas ecuaciones obtenemos:
17z =-17T— 2z =1
Sustituyendo el valor de y en la 1¢

44+y=7—-y=3
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El punto de interseccién de las rectas alturas de los lados A y B es el ortocentro
buscado. Asi pues:
W (1,3)

Si deseasemos determinar si el ortocentro obtenido es correcto, nos bastarfa con
calcular la recta altura del vértice C' ,hz, y comprobar que efectivamente el punto
W e t3

Comprobémoslo:

Calculemos hs — la recta altura del vértice C. N

Es la recta que pasa por C(5,4) y es perpendicular al lado AB (AB = (—1,4))

- { C(5,4)
h3 = -
AB = (—1,4) vector ortogonal
La ecuacién cartesiana de la recta altura del vértice C es:

—(z=5)+4(y—4)=0— —2x+4y=11
JEl punto W (1,3) € hy = —z + 4y = 117

Como —(1)+12=11

Observa que el ortocentro W coincide con el vértice B.; Cémo serd el tridngulo
ABC?

Ejemplo d) Clasifica el tridngulo anterior segun sus lados y dngulos. Determina su
area
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Ay [ABy] | T AP VY
Como | B(1,3) | = | AC(3,5) | — | b=|AC| =34
C(5,4) BC(4,1) Be

a= BCH:\/l_7

Fijate que a? = b? + c*y ademds b = c. Este tridgngulo es un tridngulo rectdngulo
isésceles
Su superficie valdra

base -altura V1717 17 02
2 S22

Veamos otro procedimiento para calcular la superficie del tridngulo

A=

Segundo procedimiento para calcular el area

base -alt
Como la superficie del tridngulo es A= vase -atura

Podemos considerar como base cualquiera de los lados. Por lo que podemos de-
terminar su superficie de tres maneras diferentes:

base = HA_B)H =17

1. Si consideramos como base el lado AB; entonces
altura = d(C, recta AB)

Calculemos la recta que contiene al lado AB
_ ) A2, -1) L=t A(2,-1)
B(1,3) | AB(—1,4) vector director

= A(2,-1)
~ | w(4,1) vector ortogonal
La ecuacién cartesiana de la recta que contiene al lado AB es
4r—=2)+1(y+1)=0

Su ecuacién normal es:
dr+1y—7

V1T

Por lo tanto
|4-5 4+ 1-4 — 7| 17
V17 V1T

altura = d(C,recta AB) = = V17

De lo que se deduce que:

A base -altura /17 /17 17
= = = — U
2 2 2
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2. Determina el drea considerando como base el lado BC' (altura d(A, recta BC))

3. Idem considerando como base el lado AC' (altura d(B,recta AC))

Tercer procedimiento para calcular el area
Teniendo presente que: FEl drea de cualquier triangulo es igual a la mitad del

producto de dos de sus lados por el seno del dngulo que forman;tendremos que ésta
se puede calcular de tres formas distintas:

— —_ o~
) AB|| [|AC|| sin A
1. Area =
2
— —_ ~
) BA|| ||BC||sin B
2. Area =
2
— RN ~
) CA|l ||CB||lsinC
3. Area =

2

En todas ellas, tendremos que determinar el &ngulo necesario

Vamos a calcular el dngulo A
Sabemos por definicién de producto escalar que:

—_— —— — — ~
AB-AC= HABH : HACH cos A (*%)
—_— —
AB-AC = -3+20=17
. e
Como —(>(31 ’51;) ] — AB|| =17 y sustituyendo en ** ten-
’ AC|| = V31
dremos que:
1

17 = \/ﬁ\/3_4c0321\—> cos A =

S

Si cos A = %2 y A es agudo — a = 45° y por lo tanto

ST
' HABH [4¢|smss mymRmay 17
Area = = 5 - u

2 2

Nota: Si tuvieses la calculadora a mano siempre puedes determinar el dngulo A

y posteriormente el valor de sin A R
Pero; si esto no fuese posible, puedes calcular el sin A de la siguiente manera:
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Sabemos que cos A = \/Li Y A es agudo. Utilizando la formula fundamental de
trigonometria:

~ ~ ~ / ~ 1\? 1
sinA+cos?’A=1—sinA=1/1—cos2 A= 1—(—> = —
V2 V2

Fijate que el sin A no puede ser negativo.

Ejemplo e) Dado el tridngulo de vértices A(2,—1) B(1,3) C(5,4) en los ejercicios
anterior hemos determinado las coordenadas de su baricentro G(%, 2), su cir-

cuncentro C(Z, 2) y su ortocentro W = B = (1,3)

a) Demuestra que los tres estdn en linea recta.
—_—
b) Existe alguna relacién entre HGCH y HGWH

c¢) Determina la rectas que los une

Solucién a)
Para determinar que estdn en linea recta los tres puntos anteriormente citados,

_)
bastars con calcular los vectores G y GW y observar que son paralelos :

—
Ffjate que: GW = —2G(C

El baricentro , circuncentro y ortocentro de un
triangulo cualesquiera siempre estén en linea recta. A
la recta que pasa por el baricentro, circuncentro y
ortocentro de un tridngulo se le denomina recta de
Euler. Ademsds; siempre se verifica que ¢w = —2¢C

_ ¢ €l baricentro
siendo| w el ortocentro
c el circuencentro

Solucién b)

4 - v — — —_—
Como GW = —2GE — HGWH — 2| HGEH - HGWH —9 HGEH
Solucién c)

Determinemos la recta ,t , que pasa por W(1,3) y G(3,2)
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P (/€% ) R (N W(1,3) = W(1,3)
— | G4.2) | 3GW = (-5,3) vector director ~ | @i =(3,5) vector ortogonal
La ecuacién cartesiana de ¢ es:

t=3x—-1)+5@y—3)=0—-t=3x+5y—18=0

6+

Recta de Euler ¢t = y = =22H8 (en rojo)

Ejemplo f) Determina el incentro del tridngulo de vértices A(2,—1), B(1,3) C(5,4)

Recuerda que si I es el incentro del triangulo de vértices A, B, C entonces [ =
baNbgNbe ; donde by es la recta bisectriz interior asociada al vértice A, by es la recta

bisectriz interior asociada al vértice B y b¢ es la recta bisectriz interior asociada al
vértice C

Calculemos dos de estas bisisectrices

1. b4 es la recta bisectriz interior asociada al vértice A

— —
. AB AC
ba es la recta que pasa por A y cuyo vector director es ——+ + ——
48]~ Jl4c]
AB(~1,4)y HEH — V17
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— —
AB AC
— T =
|48] A
que determina la direccién de la recta b4. Por lo tanto un vector ortogonal a b4 puede
ser el vector w, = (4\/§ +5 -3+ \/5)
b, = A(2,-1)
A7) W = (4\/5 +5 -3+ \/5) vector ortogonal a by
La ecuacién cartesiana de la bisectriz interior asociada al vértice A es:

(4\/§+5>(x—2)+<—3+\/§>(y+1) =0
(4\/§+5>x+(—3+\/§)y = V2413

Observa que /34 (3 —v/2,4y/2 + 5) también es un vector

2. bp es la recta bisectriz interior asociada al vértice B

bgp es la recta que pasa por B y cuyo vector director es H_) +
54| |

O o
Bt |50 =

B(1,3)
BA  BC
by = + = L (1,-4) + L(4,1)
R I
BA  BC
Observa que V17 [ ——= + 7 = (5, —3) también es un vector que deter-
54| |5

mina la direccién de la recta bg. Por lo tanto un vector ortogonal a bp puede ser el
vector wp = (3,5)
b = { B(1,3)
P =\ wp = (3,5) vector ortogonal a by
La ecuacién cartesiana de la bisectriz interior asociada al vértice B es:

3(z—1)+5(y—3)=0—3x+5y=18
El incentro , I, serd el punto en comiin de las dos rectas bisectrices anteriores:

(4\/§+5)x+(—3+\/§)y:7\/§+13

I_bAﬂbBE{ 3z + 5y = 18
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Resolviéndolo con mucho esmero y cuidado, tendremos:

V247 3V2+3 5 -3
= <ﬂ+2’ \/§+2> :(6_5\/5’5\@)

Si deseasemos determinar si el incentro obtenido es correcto; nos bastarfa con
calcular la recta bisectriz interior del vértice C' ,b¢, y comprobar que efectivamente
el punto I € b¢o

Comprobémoslo:

Calculemos b¢ la recta bisectriz interior C.

—
B
Es la recta que pasa por C(5,4) y cuyo vector director es C;) + C_)
N |e4] - |les]
CB(—4,—-1)y ||AB|| = V17
CA(—3,-5)y ||CA|| =31
C(5,4)
CA OB
be = + = L (=3,-5) + L (—4,-1)
jea] ez v
CA  CB
Observa que V34 — + 17— = (—4\/5 -3, —/2 — 5) es un vector que
CA ] HC’B

determina también la direccién de la recta bc.Un vector ortogonal a esta recta serd

we = (V2 +5,—4v/2 — 3)

b = C(5,4)
CT we = (V2 + 5, —4+/2 — 3) vector ortogonal a b

La ecuacién cartesiana de la bisectriz interior asociada al vértice C' es:
(V2+5) @ -5)+ (-4v2-3) (y—4) = 0
(V2+5)a+(-0v2-3)y = —11v2+13
JEl incentro I = ( — gﬁ, %\/5) pertenece a la recta bo?

Como (V2+5) (6 — 2v2) + (—4v2—3) $v/2 =13 - 11V2

Podemos afirmar que I € be.El ejercicio estd perfecto.
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Ejemplo g) Dado el tridngulo de vértices A(3,—2) B(—1,3) y C(5,4) determina:
a) La longitud de sus lados y sus dngulos interiores
b) Su superficie
c¢) Las ecuaciones cartesianas de las rectas que contienen sus tres lados
d) El baricentro
e) El circuncentro, el radio de la circunferencia circunscrita y la ecuacién de
ésta
f) El ortocentro
g) El incentro, el radio de la circunferencia inscrita y la ecuacién de ésta (Muy
dificil, necesitaréis un programa como el Derive para los célculos)

7.1. Cuestiones dificiles (Nivel 2° Bachiller).

Cuestién f) Demuestra que en un tridngulo de vértices A(xo, yo) B(x1,y1) y C(x3,y3)
siempre se verifica que:

G2 +o ¥ xQ, Yot Y1+ v es el baricentro
3 3
Cuestiéon g) Demuestra que en un trigngulo de vértices A(xg, yo) B(x1,y1) y C(x3,ys3)
siempre se verifica que:

2 2, .2 2
1 — Yo T — x5+ Y — Y ‘

=3y -y v — Yo
T — T3+ Y5 — Y Y2 — Yo
T1—%o Y1— Yo
Toa —To Y2 — Yo

2 2, 09 2
To—Yo T3 — x5+ Yy — Yy

FE's el Circuncentro

T1— %o Y1— Yo
T2 —To Y2 — Yo
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Nota: Después de estudiar determinantes en 2° Bachiller; podras resolver este
ejercicio

Cuestiéon h) Demuestra que en un tridngulo de vértices A(xg, yo) B(z1,y1) y C(x3,y3)
siempre se verifica que:

x3 =5+ Y — Y5 Y1 — Yo
x5 — x5+ Y3 — Y5 Y2 — Yo
T1— %o Y1 — Yo
Toa —To Y2 — Yo

—2

1 — Yo x?—fc%w?—y%‘
Ty —yo x5 — a3+ yi— i
T1— %o Y1 — Yo
T2 —To Y2 — Yo

+SL’0+Q?1+$2,

TYoTY1 Y2

donde W es el ortocentro



